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Prefácio 


O a! 


Foram muitas as críticas e sugestões recebidas de professores dos mais difo- 
rentes pontos do país ao livro Cálculo Numérico, 18 edição. 

Seu uso em sala de aula salientou suas qualidades didáticas excepcionais, es- 
truturação dos capítulos adequada e suficiente número de atividades para os estu- 
dantes. Fez-se sentir, no entanto, a necessidade de introduzir dois novos capítulos: 


e Ajuste de Curvas e 
e Equações Diferenciais Ordinárias. 

Além da inclusão destes novos tópicos, foi feita uma revisão minuciosa em to- 
do o texto, tomando-o ainda mais claro e detalhando algumas ilustrações. 

É um texto introdutório de Cálculo Numérico, cujos pré-requisitos são um se- 
mestre de Cálculo, em que o aluno deve ter aprendido derivação e integração, е um 
semestre de uma disciplina introdutória de Álgebra Linear. Não é essencial, porém é 
desejável, que os alunos possuam conhecimentos básicos de uma linguagem de pro- 
gramação de computador. 

O material contido no livro foi testado em cursos semestrais, para alunos do 
ciclo básico dos cursos de Engenharia, Estatística, Física, Química, Ciência da Com- 
putação, Geologia e Matemática. Certamente o professor que dispuser de uma carga 
horária reduzida fará uma seleção de tópicos visando adequar o conteúdo ao tempo 
disponível. 

Cada capítulo apresenta um número razoável de exemplos, muitos exercícios, 
alguns dos quais com respostas nas páginas finais do livro, implementação em micro- 
computador de alguns métodos e um exemplo de aplicação em que um problema 
теа} é resolvido passo a passo, utilizando-se o conteúdo do capítulo. Os resultados 
finais são analisados, propiciando ao aluno, além de uma aplicação prática dos mé- 
todos ensinados, um roteiro que deve ser seguido ao se resolver um problema real. 

Os programas foram implementados e testados em microcomputador nacional 
QUARTZIL 01-800, do Departamento de Ciência da Computação da UFMG. A lin- 
guagem utilizada foi o FORTRAN ANS do software básico da maioria dos compu- 


XI 


tudores. Além disso, foi usado na programação apenas um subconjunto básico de 
comandos para que um maior número de pessoas possa entendê-lo e utilizálo. 

O texto presta-se também a um curso que utilize, como instrumento de cálcu- 
lo, uma minicalculadora, programável ou náo. 

Queremos registrar aqui os nossos agradecimentos aos colegas Carlos Alberto 
Gonçalves, Elias Antonio Jorge e Pedro Américo de Almeida Magalhães, professores 
do DCC/ICEx/UFMG, que utilizaram a versão preliminar deste trabalho, apresen- 
tando valiosas sugestões; ao Departamento de Ciência da Computação da UFMG 
que nos propiciou o clima adequado à execução deste projeto e, em particular, aos 
professores Ivan Moura Campos e Roberto da Silva Bigonha, nossos incentivadores; 
aos monitores Апа Maria de Paula, Paulo Vicente da Silva Guimarães e Pedro Fer- 
nandes Tavares, excelentes auxiliares na parte de testes computacionais e resolução 
de exercícios; a Mariza Soares de Almeida e Ruth Maria Leão Mendes que datilogra- 
faram os originais; aos nossos alunos de Cálculo Numérico do ICEx com os quais 
testamos a versão preliminar. 

Esperamos que o livro possa ser útil a professores e alunos e quaisquer suges- 
tões que visem o aprimoramento deste trabalho em edições vindouras serão bem 
aceitas. 


Os autores 
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Capítulo 


Erros 


1.1. INTRODUÇÃO 


A obtenção de uma solução numérica para um problema físico por meio 
da aplicação de métodos numéricos nem sempre fornece valores que se encaixam 
dentro de limites razoáveis. Esta afirmação é verdadeira mesmo quando se aplica 
um método adequado e os cálculos são efetuados de uma maneira correta. 


Esta diferença é chamada de erro e é inerente ao processo, não podendo, 
em muitos dos casos, ser evitada. 


Este capítulo foi escrito com o objetivo de fornecer ao usuário de métodos 
numéricos noções sobre as fontes de erros, para que ele possa saber como contro- 
1á-los ou, idealmente, evitá-los. 


Para facilitar a apresentação das fontes de erros, o processo de solução de 
um problema físico, por meio da aplicação de métodos numéricos, é represen- 
tado abaixo de uma forma geral. 


PROBLEMA | MODELAGEM | MODELO | RESOLUÇÃO БЕНЕН 
FÍSICO MATEMÁTICO 
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Duas fases podem ser identificadas no diagrama da página anterior: 
a) MODELAGEM - é a fase de obtenção de um modelo matemático que 
descreve o comportamento do sistema físico em questão. 


b) RESOLUÇÃO — é a fase de obtenção da solução do modelo matemático 
através da aplicação de métodos numéricos. 


1.2. ERROS NA FASE DE MODELAGEM 


Ao se tentar representar um fenômeno do mundo físico por meio de um 
modelo matemático, raramente se tem uma descrição correta deste fenômeno. 
Normalmente, são necessárias várias simplificações do mundo físico para que se 
tenha um modelo matemático com o qual se possa trabalhar. 


Pode-se observar estas simplificações nas Leis de Mecânica que são ensi- 
nadas no 29 grau. 


Exemplo 1.1 


Para o estudo do movimento de um corpo sujeito a uma aceleração constante, 

tem-se a seguinte equação: 
1 
d= dy + vet + af? (11) 

onde: 
d - distância percorrida 
do — distância inicial 
Vo — velocidade inicial 
t — tempo 
4 - aceleração 


Supondo-se que um engenheiro queira determinar a altura de um edifício 
е que para isso disponha apenas de uma bolinha de metal, um cronómetro e a 
fórmula acima, ele sobe então ao topo do edifício e mede o tempo que a bolinha 
gasta para tocar о solo, ou seja, 3 segundos. 


Levando este valor à equação (1.1), obtém-se: 
d=0+0 ZI .3 
d —441m 

Este resultado é confiável? 


É bem provável que não, pois no modelo matemático não foram consideradas 
outras forças como, por exemplo, a resistência do ar, a velocidade do vento etc. 


Eros 3 


Além destas, existe um outro fator que tem muita influência: a precisão da leitura 
do cronómetro, pois para uma pequena variação no tempo medido existe uma gran- 
de variação na altura do edifício. Se o tempo medido fosse 3,5 segundos ao invés de 
3 segundos, a altura do edifício seria de 60 metros. Em outras palavras, para uma 
variação de 16,7% no valor lido no cronómetro, a altura calculada apresenta uma va- 


riação de 36%. 


Com este exemplo pode-se notar a grande influência que o modelo matemáti- 
co e a precisão dos dados obtidos exercem sobre a confiabilidade da resposta conse- 


guida. 
Será visto, a seguir, um outro exemplo para melhor mostrar essa influência. 


Exemplo 1.2 


A variação no comprimento de uma barra de metal sujeita a uma certa varia- 
ção de temperatura é dada pela seguinte fórmula: 


Ай = & (at + Bi?) (1.2) 
onde: 
AQ - variação do comprimento 
% - comprimento inicial 
1 — temperatura 
Ge — constantes específicas para cada metal 


Supondo-se que um físico queira determinar a variação no comprimento de 
uma barra de metal quando sujeita a uma variação de temperatura de 10°С e sa- 
bendo-se que 


Lo = 1m 
8 = 0401252 ) obtidos experimentalmente 


basta que se substituam estes valores na equação (1.2), ou seja: 


AR = 1 (0,001253 * 10 + 0,000068 > 10?) 
Ай = 0,019330 


Entretanto, como os valores de e f foram obtidos experimentalmente com a 
precisão da ordem de 1075, tem-se que: 


0,001252 < а < 0,001254 е 
0,000067 < 8 < 0,000069 
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então: 

AR >1 * (0,001252 * 10 + 0,000067 > 10?) 
AR «1 * (0,001254 * 10 + 0,000069 • 102) 
logo: 

0,019220 < AR < 0,019440 

ou, ainda, 

AR = 0,0193 + 1074 


Como se pode notar, uma imprecisão na sexta casa decimal de e f) implicou 
uma imprecisão na quarta casa decimal de AQ. 


Dependendo do instrumento que o físico utilize para medir a variação do 
comprimento, esta imprecisão não será notada e, para ele, o resultado será exato. 


Deve-se ter sempre em mente que a precisão do resultado obtido não é só 
função do modelo matemático adotado, mas também da precisão dos dados de en- 
trada. 


1.3. ERROS NA FASE DE RESOLUÇÃO 


Para a resolução de modelos matemáticos, muitas vezes torna-se necessária a 
utilização de instrumentos de cálculo que necessitam, para seu funcionamento, que 
sejam feitas certas aproximações. Tais aproximações podem gerar erros que serão 
apresentados a seguir, após uma pequena revisão sobre mudança de base. 


1.3.1. Conversão de Bases 


+ Um número na base 2 pode ser escrito como: 


am27 +... a2! +а|2 +а29+а{27% +43272 +...+а,2" 


ои ainda, 


Епоз $ 


onde: 


4j  — 60001 
п, т — números inteiros, соти < Оет > 0 


Para mudar de base 2 para base 10, basta multiplicar o dígito binário por uma 
potência de 2 adequada. 


Exemplo 1.3 

1011, =1+29+0+22+1+21+1.2% 
=8+0+2+1 
= do 

Exemplo 1.4 

101; —1-*2!40-*2941 + 971 
=2+0+0,5 
= 2,510 

Exemplo 1.5 

1101; =1+21 +120 +0. 271+ 1.272 
=2 + 1 + 0,25 


3,25 10 


Para converter um número da base 10 para a base 2, tem-se que aplicar um 
processo para a parte inteira e um outro para a parte fracionária. 


Para transformar um número inteiro na base 10 para base 2 utiliza-se o méto- 
do das divisões sucessivas, que consiste em dividir o número por 2, a seguir divide-se 
рог 2 о quociente encontrado е assim o processo é repetido até que o último quo- 
ciente seja igual a 1. O número binário será, então, formado pela concatenação do 
último quociente com os restos das divisões lidos em sentido inverso ao que foram 
obtidos, ou seja, 


N |2 
n qa |2 
n e (2 


"з 4з- 


77 qna la 
Tn-1 1 
Mo = Vg assi Ta ror 
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Exemplo 1.6 


18 [2 _ 
pe» p. 


1 47|. 
0. 2-2 
0 1 


1819 = 10010; 


Exemplo 1.7 


ui 
Pos 2. 


1 2 |2 
o 1 
lli = 10115 


Para transformar um nümero fracionário na base 10 para base 2, utiliza-se o 
método das multiplicações sucessivas, que consiste em: 


a) multiplicar o número fracionário por 2; 


b) deste resultado, a parte inteira será o primeiro dígito do número na base 2 
e a parte fracionária é novamente multiplicada por 2. O processo é repetido até que 
a parte fracionária do último produto seja igual a zero. 


Exemplo 1.8 
0,1875 0,375 0,75 0,50 
x2 x2 x2 x2 
0,3750 0,750 1,50 1,00 


0,1875 = 0,0011; 


Ехетріо 1.9 

0,6 0,2 04 0,8 0,6 

x2 x2 x2 x2 х2... os produtos estão co- 
12 04 08 16 1,2 meçando a se repetir 


06 = 0,1001... 


Emos 7 


Exemplo 1.10 
13,2510 = 13,9 + 025% 
13 [2 0,25 0,50 
iw 2 E 
0 3 2 0,50 1,00 
1 1 
1310 = 1101; 0,2510 = 0,01, 


13,2510 = 1101, + 0,01, = 1101,01, 


1.3.2. Erros de Arredondamento 


От número 6 representado, іпіегпателіе, па máquina de calcular ou по сот- 
putador digital através de uma sequência de impulsos elétricos que indicam dois es- 
tados: O ou 1, ou seja, os números são representados na base 2 ou binária. 


De uma maneira geral, um número x é representado na base рог: 


а 4 4. di 

x- БЕЗ ar] Be 
B P B 8 

onde: 

dj — são números inteiros contidos no intervalo 


о0<а<р-і Dot 


exp — representa о expoente de f e assume valores entre 
I < exp < $ 


1,8 — limite inferior e limite superior, respectivamente, para a variação do expoente 


d 
Б + Un ius S] é chamada de mantissa e é a parte do número que re- 


presenta seus dígitos significativos е £ é o número de dígitos significativos do siste- 
ma de representação, comumente chamado de precisão da máquina. 


Exemplo 1.11 


No sistema de base f = 10, tem-se: 
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3,4,5 
0,345 0 = (Ei) 


ж AA PE 
31,4150 = 031415* 102 -(--%--%--%--%-- | ` 102 
10 (a 102 103 10º 52) 


Os números assim representados estão normalizados, isto é, a mantissa é um 
valor entre 0 e 1. 


Exemplo 1.12 


No sistema binário, tem-se: 


So fa ЖОК Ta 

5g = 101, =0,101 + 23 = (+23) 2° 

Ex En ТО 3 
4ш = 100, = 0,1 + 2% = лот? 
Exemplo 1.13 

Numa máquina de calcular cujo sistema de representagáo utilizado tenha 
В = 2,1 = 10,1 = -15e8 = 15,0 número 25 na base decimal é, assim repre- 
sentado: 


250 = 11001, = 0,11001 • 25 = 0,11001 + 21 


1 1 0 0 1 0 0 0 0 o 
(à + 27% 23 t y * 95+ 76+ 97+ wt ss * %) 25 


ou, de uma forma mais compacta: 


1100100000 101 
| Е--- MANTISSA ——— EXPOENTE 


Cada dígito é chamado de bit, portanto, nesta máquina sáo utilizados 10 bits pa- 
ra a mantissa, 4 bits para o expoente e mais um bit para o sinal da mantissa (se 
bit = 0 positivo, se bit = 1 negativo) e um bit para о sinal do expoente, resultando, 
no total, 16 bits, que s&o assim representados: 


Enos 9 


25. = (о [оо [о [ооо 
| [VALOR DA МАМТ!$5А1 | [ vaLoR DO 


EXPOENTE 
SINAL DO EXPOENTE 


SINAL DA MANTISSA 


Exemplo 1.14 


Utilizando a mesma máquina do exemplo anterior, a representação de 3,5 з 
Seria dada por: 


35, = 0,111 + 20 


0|111|110/0|0/0|0|0|0|0|0|011/0 


Exemplo 1.15 


Ainda utilizando a mesma máquina do exemplo 1.13, o número — 7,1250 
seria assim representado: 


— 71259 = —0,111001 * 211 


O maior valor representado por esta máquina descrita no exemplo 1.13 seria: 


“пз: +] +] 2P2]0]1]1]1]1 


que, na base decimal, tem o seguinte valor: 
01111111111 + 2! = 327360 
E o menor valor seria: 


-0,111111111 * 2! = 32736, 


Logo, os números que podem ser representados nesta máquina estariam conti- 
dos no intervalo [— 32736 ; 32736]. 
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Nesta máquina, ainda, o valor zero seria representado por: 


e 


0010 0 0 


0|0|0|010/0|010|0/0 


O próximo número positivo representado seria: 


0,1 2715 = 0,000015259 


O subseqüente seria: 


0,1000000001 - 275 = 0,000015289 


Através desses exemplos pode-se concluir que o conjunto dos números repre 
sentáveis neste sistema é um subconjunto dos números reais, dentro do interval: 
mostrado anteriormente. 


O número de elementos deste conjunto é dado pela fórmula: 


2(6-1)(4-1 ж 1 ff «1 
ou soja: 
2-(Q-1)- (5-(-15) + 1) + 2071 « 1 = 31745 
Estes números não estão igualmente espagados dentro do intervalo. 


Ao se tentar representar números reais por meio deste sistema, certament 
se incorre nos chamados erros de arredondamento, pois nem todos os números rea 
têm representação no sistema. 


Exemplo 1.16 
Qual seria a representação de 0,00001527 7 


Já foi visto anteriormente que os números 0,000015259% е 0,000015289; 
são representáveis, mas que não existe entre os dois nenhum outro número represe: 
tável, logo o número 0,00001527 será representado como o número 0,00001525* 
pois é o valor que tem representação binária mais próxima do valor binário « 
0,00001527. 


Um outro problema que pode surgir ao se representar valores decimais 1 
forma binária está ligado ao fato de não haver tal representação finita. 


Erros 11 


Exemplo 1.17 
0,110 = 0,000110011001100. . .; 


O valor decimal 0,1 tem como representação binária um número com infini- 
tos dígitos, logo, ao se representar 0,1 ү, nesta máquina comete-se um erro, pois: 


1р: 


= 0,0999764 


Pode ser mostrado que uma fração racional na base 10 pode ser escrita, exata- 
mente, com um número finito de dígitos binários somente se puder ser escrita como 
о quociente de dois inteiros z/s, onde s = 2У para um inteiro №. Infelizmente, ape- 
nas uma pequena parte das frações racionais satisfaz esta condição. 


Como ilustração, são apresentados abaixo os sistemas de representação de 
algumas máquinas. 


Máquina В t 1 5 
Burroughs 5500 8 | 1 |-si] 77 
Burroughs 6700 8 | 1 | -63| 63 
Hewlett-Packard 45 10 | 10 | —98| 100 
Texas SR-5X 10 | 12 | -98| 100 
PDP-11 2 | 24 |-128| 127 
IBM/360 16 6 | -64| 63 
IBM/370 16 | 14 | -64| 63 
Quartzil QI 800 2 | 24 |-127| 127 


Um parámetro que é muito utilizado para se avaliar a precisão de um deter- 
minado sistema de representação é o número de casas decimais exatas da mantissa e 
este valor é dado pelo valor decimal do último bit da mantissa, ou seja, o bit de 
maior significáncia. Logo: 


PRECISÃO < 


seje 


Exemplo 1.18 


Numa máquina com $ = 2 e + = 10, a precisão da mantissa é da ordem de 
E 


2i = 1073, Logo, o número de dígitos significativos é 3. 


Para concluir este item sobre erros de arredondamento, deve-se ressaltar a im- 
portância de se saber o número de dígitos significativos do sistema de representação 


da máquina que está sendo utilizada para que se tenha noção da precisão do resulta- 
do obtido. 
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Exemplo 1.19 


Programa para determinação da precisão de uma máquina. 


с PROGRAMA EPSILON 
с 
c OBJETIVO: : 
с DETERMINAR A PRECISAO DA MAQUINA 
C 
REAL EPS,EPSA 
C A VARIAVEL EPS IRA” CONTER ñ PRECISAO DA MAQUINA 
EPS = 1.0 
10 CONTINUE 
EPS EPS / 2.0 


EPS1 EPS * 1.0 
IF (EPS1.6T.1.0) GO TO 10 
WRITE (6,20) EPS 


20 FORMATO A MAQUINA ACHA QUE *,E13.5,” VALE ZERO”) 
CALL EXIT 
END 


O programa foi testado no Quartzil (О1 800) e obteve a seguinte resposta: 


ñ MAQUINA ACHA QUE .296002Е-07 VALE ZERO 


Logo, o número de dígitos significativos da Quartzil é sete. 


1.3.3. Erros de Truncamento 

São erros provenientes da utilização de processos que deveriam ser infinitos 
ou muito grandes para a determinação de um valor e que, por razões práticas, são 
truncados. 


Estes processos infinitos são muito utilizados na avaliação de funções mate- 
máticas, tais como, exponenciação, logaritmos, funções trigonométricas e várias 
outras que uma máquina pode ter. 


Exemplo 1.20 
Uma máquina poderia calcular a função SENO (x) através do seguinte trecho 
de programa: 


3, N, 2 
FACTXIXCI-1) 
-SINAL 
SINAL*(XXx1)/FACT 
SENO+TERMO 


SENO 
10 CONTINUE 


Emos 13 
Este trecho de programa gera a seguinte série: 
x x 
E77 5; ен чє збы Чел 


Para que ao final do trecho do programa se tenha na variável SENO о valor de 
sen (x), o valor № no comando DO deve ser bem grande, o que tornaria o cálculo 
ineficiente. 


A solução adotada é a de interromper os cálculos quando uma determinada 
precisão é atingida. 


De uma maneira geral, pode-se dizer que o erro de truncamento pode ser di- 
minuído até chegar a ficar da ordem do erro de arredondamento; a partir deste 
ponto, não faz sentido diminuir-se mais, pois o erro de arredondamento será domi- 
nante. 


Seguindo este raciocínio, o programa anterior deve scr transformado para: 


a 


SINALK(XXXI)/FACT 
SENO+TERMO 


IFC(TERMO.GT.PREMAN) GO TO 5 


onde PREMAN é o valor da precisão da mantissa. 


Ao longo deste livro serão vistas mais situações onde aparecem erros de trun- 
camento e como é possível controlá-los. 


1.3.4. Propagação de Erros 


Será mostrado abaixo, através de um exemplo, como os erros descritos an- 
teriormente podem influenciar o desenvolvimento de um cálculo. 


Exemplo 1.21 


Supondo-se que as operações abaixo sejam processadas em uma máquina com 
4 dígitos significativos e fazendo-se 


Xi = 0,3491 + 10% 
x, = 0,2345 • 109 
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tem-se: 


(xa + хі) — ху = (0,2345 * 10º + 0,3491 > 10%) — 03491 • 10% 
= 0,3491 + 10% — 0,3491 + 10% 
= 0,0000 


ха + (ху) = 02345 -10% + (0,3491 + 10% — 0,3491 > 10%) 
= 0,2345 + 0,0000 
= 0,2345 


Os dois resultados sáo diferentes, quando náo deveriam ser, pois a adigáo é 
uma operação distributiva. A causa desta diferença foi um arredondamento feito na 
adição (x; + xi), cujo resultado tem 8 dígitos. Como a máquina só armazena 4 dí- 
gitos, os menos significativos foram desprezados. 


Ao se utilizar máquinas de calcular deve-se estar atento a essas particularida- 
des causadas pelo erro de arredondamento, não só na adição mas também nas outras 
operações. 


Exemplo 1.22 


A seguir, é apresentado um outro exemplo de como a ordem de execução de 
operações pode influir na solução obtida. 


Para o seguinte sistema de equações: 


| 0,0030 х; + 30,0000 х; = 5,0010 
1,0000 x, + 4,0000 x, = 1,0000 


a solução exataé x, = 1/3 ex, = 1/6 


Multiplicando a 18 equação por (— 1/0,003), tem-se: 


lI 


—1,0000x, — 10.000,0000x, = —1.667,0000 
{ 1,0000x, + 4,0000x, 1,0000 


somando a segunda equação à primeira, elimina-se x 


—9.996,0000x, = —1.666,0000 
x, = 06660000 -0,1667 
—9.996,0000 


levando este valor à primeira equação, tem-se: 


Erros 15 


— 1,0000x , — 10.000,000 (0,1667) = — 1.667,0000 
x, = 0,0000 


Este valor encontrado para x, é função da diferença de ordem de grandeza 
dos coeficientes de x; e x, na 12 equação. 


Se a ordem das equações é invertida, tem-se: 


{ 1,0000 x, + 4,0000х; = 1,0000 
0,0030 x, + 30,0000х, —5,0010 


multiplicando-se a 18equaçšo por — 0,0030, vem: 


a — 0,0120x, = — 0,0030 
0,0030x, + 30,0000х = 5,0010 


somando-se a 12 com a 22equação: 


29,9880х, = 4.9980 
х› = 0,1667 


levando, à 18 equação, o valor de хз, encontra-se: 


— 0,0030x, — 0,0120 (0,1667) = — 0,0030 
ху = 0,3333 


Capítulo 


Sistemas Lineares 


2.1. INTRODUÇAO 


Um problema de grande interesse prático que aparece, por exemplo, em cál- 
culo de estruturas e redes elétricas e solugáo de equagóes diferenciais, é o da reso- 
lução numérica de um sistema linear Sy, de п equações com л incógnitas: 


архі tapx +... + @пхХп = b, 
а Хр + аз Хә +... + dànXn = b, 
Sp = 
Q.1) 
401Х1 + ana X2 +... + dnnXpn = bn 
ou 
n 
5р = 5) j= Ы, ї=1,2,..„п (2.2) 
ізі 


Sob a forma matricial Sy pode ser escrito como 


Ах = b (2.3) 
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onde А é uma matriz quadrada de ordem n, b e x são matrizes п x 1, isto é, com n 
linhas e uma coluna, ау é chamado coeficiente da incógnita ху e os b; sio chamados 
termos independentes, com і, / = 1, 2,..., п. Tanto os coeficientes quanto os ter- 
mos independentes sáo, em geral, dados do problema. A matriz A é chamada matriz 
dos coeficientes e a matriz: 


an an ain b) 
азу а; атп b 

B= 21 422 іп ba = quss 
апап; ... “nn Dn 


é chamada matriz aumentada ou matriz completa do sistema. 


Os números X ;, X», ..., Xn constituem uma solução de (2.1) ou (2.2) se para 
xi = Xy i = 1,2,.., n as equações de Sy se transformam em igualdades numéri- 
cas. Com estes números, pode-se formar a matriz coluna. 


a qual é chamada matriz solução de (2.3). Observe que por definição 
X = 611... Xn) 
2.1.1. Classificação Quanto ao Número de Soluções 


Um sistema lincar pode ser classificado quanto ao número de soluções em 
compatível, quando apresenta solução, e incompatível, caso contrário. 


Exemplo 2.1 

Se bj = 0,i = 1,2,..., n, isto é, se a matriz b = O, o sistema é dito homo- 
géneo. Todo sistema homogéneo é compatível, pois admite sempre a solugáo 
X = 0,1 = 1,2,.., n, ou seja, a matriz X = 0 é sempre solução. Esta solução é 


chamada de trivial 
Exemplo 2.2 


O sistema: 
ү £ ж = 0 


хү+ху = 1 
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4 incompatível. Geometricamente, pode-se interpretar o sistema do seguinte mo- 
do; tomando coordenadas num plano, a equação x, + x, = O é a equação de uma 
reta, o mesmo sucedendo para a equação хі + хз = 1: 


x 


Logo, a solução do sistema, que 
Seria о ponto comum entre as 
retas, ndo existe, pois elas sáo 
paralelas. 


Figura 2.1 


Os sistemas compatíveis podem ainda ser classificados em determinado, quan- 
do apresenta uma única solugáo, e indeterminado, caso contrário. 


Exemplo 2.3 


O sistema homogéneo 


6 determinado, enquanto que 


xí +x=0 
&-í 
2x + 2x =0 


é indeterminado. Geometricamente, as retas de S, têm em comum a origem, en- 
quanto que as retas de 55, coincidem. 


20 CÁLCULO NUMÉRICO Sistemas Lineares 21 


2.1.2. Sistemas Triangulares pois, qualquer que seja o valor de xj, a equação (2.6) será satisfeita; logo o sistema 


é indeterminado. 
Seja um sistema Sn: 
Ах =b | п 
I 29) b; — > аўх #5 0 : o sistema não admite solução pois 
onde a matriz A = (аф) é tal que ag = Osej < iij = 1,2,... m, ouseja nh 
ацхі + apx, +... t Хп =D não existe valor de x; que satisfaça a equação (2.6); logo, o sistema é incom- 
ауХа +... + а, = b; Q4) patível. 
rs Tas etant State qewa Exemplo 2.4 
annn = b, 
Tt " бх, + 4x, — 5x3 + x4 = 10 
Um sistema deste tipo é chamado triangular superior enquanto que se ау xa + x3 — 2x4 = -1 
paraj >i, i j = 1,2,. .., n tem-se um sistema triangular inferior: 
4x4 - 5x = 3 
ацхі = у 2х4 = 2 
ахі + а0Х2 =b (2.5) 


азхі + амХа + daaXa Substituições retroativas: 


кунунун нра sco OE e А à у 
4piXi + dgaXa + йпзХз + ''' + ауа =bn X4 pc > ag M 

ү š "ЕР" Жа — 5:1=3 > = 
Observe-se que os sistemas triangulares determinados, isto é, quando а # 0, р 3 хз 2 


i= 1,2,..., п, são facilmente resolvidos por substituição retroativa ou progressi- 22-1-0155 = 1 
va. No caso do sistema (2.4), por exemplo, calcula-se ху = bnfann (ann #0) 

na n-ésima equação; a seguir, leva-se o valor de xp na (n — 1)ésima equação e Br + 4(-1) — 5:2 + 1 =-—10 > x = 1 
calcula-se o valor de xn-1 (an-1, n-1 * 0) e assim sucessivamente até o cálculo de 

ху (ауу + 0). Neste caso, o sistema possui solução única. Entretanto, poderia haver Asolugioé X = [1 —1 2 nu 


algum elemento nulo na diagonal e, neste caso, surgiriam equações do seguinte tipo: 
O sistema é determinado. 


n 


Og-bi- У) au 0.6) Exemplo 2.5 
ізізі 3x, + 4x, — 5ху + x4 =—10 
Observando a equação acima pode-se distinguir dois casos: X3 2x47 0 
4х3 — Sa = 3 


19) bj — o sistema admite mais de uma soluçao 


" 
ю 


2x4 
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Substituições retroativas: 


4а - 55153 > x 72 


(а + 2-2:1 20 > Oxa = O 


Qualquer valor de xz satisfaz a equação acima. Seja, então, xz = A: 
1 + 4A 
ж) + Q - 52 + 1=-10 457 — — 


T 
Asolugioé X = [-1+4A А 2 1] 
3 


O sistema é indeterminado. 


Exemplo 2.6 
Зк + dx, — X. + ха = -10 
xa — 2x4 = —1 
4x3 5ха = 3 
2x4 = 2 


Substituições retroativas: 


2 = 
x4 == 0x 71 


2 
44-5:173 + xs = 2 
Ox, +2-2'*1 2-10 0% 5-1 


Nenhum valor de Х) satisfaz a equação acima. O sistema é incompatível 
pois não admite solução. 


2.1.3. Implementação da Substituição Retroativa 


Seguem, na página seguinte, à implementação do método pela sub-rotina 
SRETRO e um exemplo de programa para usála. 
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2.1.3.1. SUB-ROTINA SRETRO 


o 


SUBROTINA SRETRO 


OBJETIVO š 
RESOLUCAO DE SISTEMA LINEAR TRIANGULAR SUPERIOR 


METODO UTILIZADO + 
SUBSTITUICOES RETROATIVAS 


изо: 
CALL SRETRO(A,N,NMAX,MMAX,X) 


PARAMETROS DE ENTRADA = 
A 3 MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS 
INDEPENDENTES 
N 1 ORDEM DA MATRIZ A 
NMAX 3 NUMERO MAXIMO DE LINHAS DECLARADO 
MMAX — 3 NUMERO MAXIMO DE COLUNAS DECLARADO 


PARAMETRO DE SAIDA 2 
x 3 УЕТОВ SOLUCAO 


SUBROUTINE SRETRO(A,N,NMAX,MMAX,X) 


оо эосэооэооооэооээоэооооосооо 


INTEGER I,J,K,L,M,MMAX,N, NMAX, Ná 
REAL ACNMAX, MMAX), X (NMAX) 


SUBSTITUICOES RETROATIVAS 


ооо 


Ni=N+1 
K=N-4 
X(N)=ACN,NI)/ACN,N) 
1=4,K 
N-I 
=A(L,N1) 
н 

DO 40 J = M,N 

XIL) = X(L)-m(L,J)wX(J) 

10 CONTINUE 

Ха.) = XCL)/ALL,L) 
20 CONTINUE 


FIM DAS SUBSTITUICOES 


IMPRESSAO DOS RESULTADOS 


ooooo 


WRITE(2,24) 
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21  FORMAT(1Hi,15H VETOR SOLUCAO,/) Para resolver este exemplo usando o programa acima, devem ser fomecidos: 


DO 30 1=1,N 
WRITE(2,22)XC1),1 


Dados de entrada 


22 FORMAT(ÍHO,6HX = ,1PE£2.5,/,9X, I2) 
30 CONTINUE 
RETURN 08. 
ЕМО 
1,3.,-2.,7.,0.,-9.,6.,-1.,6.25, 
4,,3.,-1.,8.,6. 
21.3.2. PROGRAMA PRINCIPAL 
7,4,2,-4,- 
с 73,5,9,5.,1.,51.442, 
с 
с PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA SRETRO 2,-6.,-4.,8.,0, 
с 75, 0., 3., — 0.008, 
INTEGER I,J,MMAX,N, NMAX, Ni =9,,5.,7228, 
REAL A(20,21),X(20) 
NHAX=20 6., 24., 
MMAXENMAX +1. 
READ (4, 19N 
1 FORMATCIR) О: >, . 
c N : ORDEM DA MATRIZ в resultados obtidos foram: 
NízN+Há 
DO 40 1=4,N 
READCL, 22 CA CI, J), JET, NÃO 
2 FORMATCLOFB .02 VETOR SOLUCAO 
с а : MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS INDEPENDENTES 
10 CONTINUE 
Қ X = 1.39977E+02 
CALL SRETROCA, N, NMAX, MMAX, X) 1 
ë 
CALL EXIT X = 7.18887E«00 
END 2 
X = 4.24441E+01 
Exemplo 2.7 3 
Determinar o vetor solução do seguinte sistema linear triangular superior: x AS -4.61723E+01 


хр + 3x, — 2x3 + 7x4 + 0x5 — 96 


+ 6x; — xg = 6,25 


x = -5.95698Е%00 


Ax, + 3x3 — Xa + 8x5 + 6xé — Тху + das = 55,08 F 
Тху + Axa + 2x5 — 4х — Bx. + 2х6 =— 2454 ^ AS 
- 3x4 + + + = 
xa + 5xg + 9х6 + 5х7 + xg = 51,442 Y = 1.44911E+00 
2xs — 66-4 + 8х = 0 4 
- 5х6 + Ox, + 3xg =- 0,008 x А = 4.0D00DE+00 


— x, + 5xg = 7,228 


6xs = 24 


Observação: А sub-rotina SRETRO não prevé zero na diagonal principal. 
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2.1.4. Exercícios de Fixação 


Determinar o vetor solução dos sistemas lineares abaixo: 


2.1.41 


2142 


2.1.4.3 


2.1.4.4 


244.5 


2.14.6 


х= 
2x, + 5х) = 2 


dx, + 6x7 + 453 


a 71 

x; tax “=> 

xj + x j+ xx = 
xj t xz + xə + 


xj + xz + xs + 
xj + 3xs + 
ху + 


хұ- 3а + хә 7 


ха = 


хү - 2x + 3x3 
3x3 
X3 


ха 


ха 


ха 


x, 74 
x73 
x 72 


ху 71 


xq + xs 73 
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2,1,5. Transformações Elementares 


Denominam-se transformações elementares as seguintes operações sobre as 
Equações de um sistema linear: 


a) Trocar a ordem de duas equações do sistema. 
b) Multiplicar uma equação do sistema por uma constante não nula. 


c) Adicionar duas equações do sistema. 


2,1.6. Definição 


Dois sistemas S4 e 5; serão equivalentes se 5; puder ser obtido de 5; 
Através de transformações elementares. 


Observação: Dois sistemas equivalentes $ e S, ou são incompatíveis ou têm as 
mesmas soluções. 


A resolução numérica de um sistema linear é feita, em geral, por dois cami- 


nhos: os métodos diretos e os métodos iterativos. Convém notar que o método 
flo Cramer é inviável em função do tempo de computação. 


2.2. MÉTODOS DIRETOS 

São métodos que determinam a solução de um sistema linear com um número 
finito de operações. 
2.2.1. Método de Gauss 


Com (n — 1) passos o sistema linear Ах = b é transformado num sistema 
triangular equivalente: 


Ux = 


O qual se resolve facilmente por substituição. 


Exemplo 2.8 

Resolver 

2x, + 3х3 – хз = 5 
dx] + 4х2 3x; = 3 
2x, — 3x, + x3 =—1 
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pelo método de Gauss. 


18 etapa 


Escreve-se a matriz aumentada do sistema acima, isto é, 


Fazendo Во = B e chamando de 1,9, 1,9) e L¿O as linhas 1,2 e 3, respec- 
tivamente, de Bo, escolhe-se a; como pivô e calculam-se os multiplicadores: 


(o) 4 

$0) = HE ша 
a 2 
©) 2 

m mS ell 
ац 2 


Fazem-se, agora, as seguintes transformações elementares sobre as linhas de Bo: 


Lo > LO 

4 LO + L0 > цо 
1 

4] LO + 14% > L4 


т. 


т. 


LD, Lf? е L4? são linhas da matriz transformada, B4. 


Finaliza, assim, а 18 etapa, que consiste em eliminar todos os valores abaixo do pivó 


ay? = 2. 


Efetuando-se as transformações acima indicadas tem-se: 


2 Ө EI ) 5 
В; = 0 =) f =? 
0 % 2.1 -6 


24 etapa 


Escolhe-se a) = — 2 como pivô e calcula-se o multiplicador 
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São feitas agora as seguintes transformações elementares sobre as linhas В 1: 
L 0 E LO 


L 29 B. LD 
maf?) LD + 130) > L4 


149, Lf? e Lj? são as linhas da matriz transformada, B, que já está na forma 
triangular, isto é: 
5 
-7 
15 


А matriz B; é a matriz aumentada do sistema triangular superior 


ES 
== 
on 
I 
өш 
11 


2х1%3х) — хз = 5 
-2х) - хз = 
5x3 = 15 


I 
| 
EI 


que é equivalente ao sistema dado. Resolvendo o sistema triangular por substitui- 
ções retroativas tem-se x = [1 2 3]" que é, também, solução para o sistema dado. 


O dispositivo prático dado a seguir torna mais compacta a triangulação da 
matriz aumentada do sistema do exemplo 2.8. Nas linhas (1), (2) е (3) colocam-se 
os coeficientes das incógnitas e os termos independentes do sistema em suas res- 
pectivas colunas, calculando-se, na coluna MULTIPLICADOR, os multiplicadores 
da linha (1) que serão usados na eliminação dos primeiros elementos das linhas (2) 
е (3). Nas linhas (4) e (5) colocam-se as transformadas das linhas (2) e (3), indican- 
do-se as respectivas transformações na coluna TRANSFORMAÇÕES; calcula-se, 
também, o multiplicador da linha (4) a ser usado na eliminação do primeiro ele- 
mento não nulo da linha (5). Na linha (6) coloca-se a transformada da linha (5), 
indicando a transformação na coluna TRANSFORMAÇÕES: 
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" Coeficientes das Termos м 
Linha Multiplicador Incógnitas Independentes Transformações 
а) © 3 5 
Q é o 4 4 3 3 
[3 T" E ME E 
(4) q -2@)+0) 
6) -6 -1(1)% (3) 
(6) o о 15 -300t*6) 


O sistema triangular obtido após as transformagóes elementares tem como 
equagóes as linhas (1), (4) е (6), isto é: 


—2x, - Хз —7 
5хз = 15 


lI 


lI 


Uu -охаш 5 


Resolvendo-o por substituições retroativas obtém-se a solução X = [123], que é 
também soluçáo do sistema dado, uma vez que ambos sio equivalentes. 


O exemplo 2.9, a seguir, mostra os efeitos de arredondamento na fase de eli- 
minação е na fase de substituições retroativas. 


Exemplo 2.9 


Resolver pelo método de Gauss retendo, durante os cálculos, duas casas decimais. 


87x, + 30x, + 93x3 + 110х, = 164 
245x, — 88x + 115x3 — 45x, = -49,7 
52,3%, — 840x, — 23,5x3 +  lláx, = -808 
210x, — 810x, — 132x3 + 21,5x4 = -1063 
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Unha Кочо: Coeficientes das Inoógnitas Miser Transformações 
(1) 30 93 110 16,4 
0) |-282 | 245  -88 115 -45.1 -49,7 
(0) | -6,01 | 523  -840 -235 114 -80,8 
4 -2,41 21,0 -81,0 -132 21 -106,3 
po 5 
(5) 0,0 -14,73 -76,12 -9595 | -2,8200*Q) 
(6) | -591 00 -10203 -7939  -54,71 -179,36 | -6,0100*Q) 
|) -5,11 0,0 -8823 -35,61 -5,01 -145,82 | —241(DH4) 
(8) 0,0 00 395,16 387,70 | –5,91(5)+6) 
(9) | -518 0,0 00 3966 383,96 34448 | 511057) 
(10) 0,0 00 00 -1663,81 | -S,18(8yH0) 
O sistema triangular obtido após as transformações é: 
Bx, + 30x, + 93x, + 110x = 16,4 
— 17265 1473ху—- 7612х, -9505 
7,66ху + 395,16x4 = 387,70 


— 1662,97ха = —1663,81 


Х = [097 198  -097 10017 


Uma medida para avaliar a precisio dos cálculos é o resíduo, que é dado por: 


= bo AX 

isto é, 
16,4 8,7 30 93 110 0,97 

pal 497 || 245 88 115 -45,1 1,98 

| -808 523 -840 -235 114 -097 
106,3 210 -810 -132 215 1,00 
0,042 

_| 024 

PEL 059 
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2.22. Implementação do Método de Gauss 


Seguem, abaixo, a implementação do método pela sub-rotina GAUSS e um 
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FORMAT (4H0,3H1/3,7X,12,4(13X, 122) 
DO 10 I-i,N 
WRITE(2.3)1,C0(1,J),J#L1,LF) 
РОВМАТ(1Н0,12,5(3Х,1РЕ12.5)› 


10 CONTINUE 
exemplo de programa para usá-la. LI=LF+4 
20 CONTINUE 
20 К-мор(м,5» 
222.1. SUB-ROTINA GAUSS ыы ШШ 
WRITE(2,2)(I,I=LI,LF) 
| 00 40 ‚Н 
Ë WRITE(2,3)1,(A(1,J),J=L1,LF> 
770 CONTINUE 
pP | 50 CONTINUE 
с ! ШЕІТЕ(2,54) 
с | 54  FoRMArCiHO» 
с SUBROTINA GAUSS | WRITE(2,52) 
с se FORMAT (1H0,24H TERMOS INDEPENDENTES, /) 
с OBJETIVO : DO 60 I=í,N 
с RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES VRITE(,S3)I,ACI,N1) 
E 53 FORHAT (1X, I2, 3X, ÁPE12.5, 7) 
с METODO UTILIZADO : 60 CONTINUE 
g ELIMINACAO DE GAUSS [1 
c с FIM DA IMPRESSAO 
с uso : (9 
с CALL GAUSS(A, N, NMAX, MMAX, X, DET) р METODO ОЕ GAUSS 
с | 
£ PARAMETROS DE ENTRADA : DET=i. 
с ^ : MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS ММ = N-i 
с INDEPENDENTES DO 400 K = 1,MM 
с N : ORDEM DA MATRIZ А IF (ABSCA(K,K)).GT.1.E-7) GO TO 70 
с NMAX — : NUMERO MAXIMO DE LINHAS DECLARADO WRITE(2,51)K,K 
с MMAX — : NUMERO MAXIMO DE COLUNAS DECLARADO 61 FORMAT(ÍHíi,36H O ELEMENTO DA DIAGONAL PRINCIPAL NA, 
c 6 éH LINHA, 13,29H ESTA” IGUAL A ZERO NO PASSO , 
с PARAMETROS DE SAIDA : H 13) 
с X VETOR SOLUCAO RETURN 
E DET : VALOR DO DETERMINANTE DE А 70 CONTINUE 
с ОЕТ = DETXA(K,K) 
[ER Е wanwa БН Aene wi E ГС М = Кн 
с DO 901 = M,N 
с MULT = -А(Т,К›/А(К,К› 
SUBROUTINE GéUSS(A, N, NMAX, NMAX, X, DE DO 90 J = K,N£ 
Ë ACI, J) = A(I,J)+MULTwA(K,J) 
c Bo CONTINUE 
INTEGER 1,1C,J,K,L,LF,LI,M,MM,MMAX,N, NC ,NMAX, Ni 90 CONTINUE 
REAL. ACNMAX, MMAX) DET, MULT, X<NMAX) 400 CONTINUE 
с IF(ABSCA(N,N)).BT.1.E-7) 60 TO 120 
с ESSAO DA MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS IF (АВ5(0(М,Мі3).6Т.4.Е-7) GO TO 440 
с ENDENTES URITE(2,104) 
с 104 FORMAT (1H1,27H O SISTEMA E” INDETERMINADO) 
URITE(2,4) RETURN 
1 FORMAT (1H1,29X, 2ОНМАТКІД DE COEFICIENTES,/) 110 CONTINUE 
Ni=N+1 WRITE(2,111) 
414 FORMAT(1H1,24H O SISTEMA E” IMPOSSIVEL) 
RETURN 
120 CONTINUE 


(NC.EQ.0)60 TO 30 
DO 20 IC*1,NC 
DL 
URITE(2,2)(1,1 


КИ) 
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130 


140 


ocona 


141 


142 
150 


154 


DET = DETXACN,N) 
X(N)=ACN,N)/ACN,N) 


K=N-í 

DO 140 1=1,К 
L=N-1 
X(L)=A(L,N1) 
M=L+£ 


DO 430 J=M,N 
X(L)=X(L)-A(L,J %X(J) 
CONTINUE: 
X(L)=X(L)ZACL,L) 
CONTINUE 


FIM DO METODO DE GAUSS 
IMPRESSAO DOS RESULTADOS 


МЕІТЕ(2,144) 
FORMAT СІНА, 15H 
DO 150 1=4,N 
URITEC2,142)X(1),1 
FORMATCÍHO,6HX — * ,ÍPEi2.5,/2X,I2) 
CONTINUE 
WRITE(?,ÍSi)DET 
FORMAT(ÍHO,28H O VALOR DO DETERMINANTE E” ,1PEL 


RETURN 


VETOR SOLUCAO,/) 


END 


2.2.2.2. PROGRAMA PRINCIPAL 


c 

c 

c 

с 

с 
í 

с 
2 

с 
10 

c 

с 
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PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZAÇÃO DA SUBROTINA GAUSS 


INTEGER 1,J,MMAX,N,NMAX, Ná 
REAL A(20,24),DET,XC(20) 


NMAX«20 
MMAX=NMAX+L 
КЕАр(1,10М 
FORMAT(I2) 


N ї ORDEM DA MATRIZ 
Мам 
DO 40 1=1,№ 


READ (1,2) (ALI, J, J = 1,N1) 
FORMAT CLOFB.0) 
A * MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS INDEPENDENTES 


CONTINUE 
CALL GAUSS (A,N,NMAX,MMAX,X,DET) 


CALL EXIT 


END 
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Exemplo 2.10 


Determinar o vetor solução do seguinte sistema de equações lineares: 


XQ = 5x2+ 3x3+9x4 — 7х + 21х6 — 7x7 — 2x3 = —10,79 
3x, + 2x — 5ху+8х + 3xs — 13% + xy = -244 
2x, + хә + 9x3— 6x, — бх; + Sxg — 3x, + 3xg = —130608 
4x; — 4x) + 2х3 t 5x4 + 8х5 — 6x6 + 2x, — 4х = 763 

= 5x; + бх, — 4х3 + 4х4 t 9x; — lOxg + ху + Sxg = —11,1 
бхр T+ ха + 5x3—2x4 t 155 + xg — 9x4 + Tg = 0,135 
— 9x + 1x3 ха = 12x5+ 2x6 + 10x, + Bra = —3,108 

dx, + 10x, + 3x3 7x, + 3xs+ xet ху — 3 = 632,5 


Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 
Dados de entrada 


3.10.3, 7,3. 1, 1, = 3., 632.5, 


Os resultados obtidos foram: 


MATRIZ DE COEFICIENTES 


3 4 


1.00000Е%00 -5,00000Е+00 3.00000£+00 9.00000E«00 


3.00000Е+00 2.00000Е%00 -5,00000Е+00 8.00000E*00 


2.00000Е%00 4. 00000E+00 9.00000Е400 -6.00000Е+00 


4.00000Е%00 -4.00000Е+00 2.00000E+00 5.00000Е%00 


-5.00000E+00 6.00000E «00 74.00000E-*00 4.000200Е%00 


36 


CÁLCULO NUMÉRICO 


ТИЈ 1 
6 6.00000E+00 
7 0.00000É+00 
8 3.00000E+00 
1/4 5 
1 “7.00000Е +00 
2 3.00000E «00 
3 é Q0Q0QQE +оо 
4 8.00000E «00 


9? .00000E 00 


i.30000E 0f 


-20000Е+04 


3. 00000Е +00 


MATRIZ DE COEFICIENTES 


1.00000Е%00 
9.00000Е+00 


1 .00000Е+01 


é 


2.10000E+04 


-1.90000E*05 
в.00000Е%00 
6.00000Е+00 
i.00000E*01 
4.00000E «00 
2.00000E+00 


1.00000Е+00 


TERMOS INDEPENDENTES 


8 


x 


-1.07900Е+01. 


« 4400DE+00 
=i 30608E+02 
7.63000E+04 
ті.11000Е%01 
1.35000Е-04 
-3.10800€+00 


6.32500E+02 


VETOR SOLUCAO 


=  1.84245E+04 
і 


= 4.32176E+01 
2 


3 
5.00000Е 00 
1.00000Е400 


3.00000E«00 


7 


-7.00000E*00 


0.00000E«00 


O0000E«00 


00000Е+00 


00000Е+00 


-9.00000Е+00 
1 .00000E+04 


1.00000E*00 


4 
2.00000Е+00 


4 .00000Е+00 


7.00000E*00 


8 


-2.00000E400 


4. 00000E+00 
3.00000E+00 
4.00000E+00 
5.00000E+00 
Z.00000E+00 
8.00000Е+00 


-3.00000Е+00 
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x = -1.14706Е%01 


3 

K = -1.30122E+00 
4 

K = 1.39106Е%01 
5 


K = 4.47225E+01 


6 

K = 8.72343E+00 
7 

K = -4.11309E+01 
8 


0 VALOR DO DETERMINANTE E” 


1885E+08 


2.2.3. Exercícios de Fixação 


š г " 
Determinar o vetor solução dos sistemas lineares abaixo através do método de elimi- 
8 todo d 


22.31 


2.5.2 


22.3.3 


2.2.3.4 
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2.2.4. Refinamento de Soluções 


Quando se opera com números exatos, náo se cometem erros de arredonda- 
mento no decorrer dos cálculos e as transformações elementares, juntamente com as 
substituições (retroativas ou progressivas), produzem resultados exatos. Entretanto, 
na maioria das vezes, tem-se que se contentar com cálculos aproximados e, aí, co- 
metem-se erros de arredondamento que podem se propagar, chegando mesmo а 
comprometer os resultados. Daí o uso de técnicas especiais para minimizar a propa- 
gação de tais erros de arredondamento. Uma das técnicas é a seguinte: 


Seja xa solução aproximada para o sistema Ах = 2. 
Então, a solução melhorada ХӘ é obtida como se segue: 
x0 = x@) + 090 
onde 8) é uma parcela de correção. 
Logo: 
AMD = b 


Então, tem-se: 


Ш 


ARO + 80) = b 
ARO + 480 = b 
A89 =» “ARO 
AO = (0) 


1 


Assim, para se obter a parcela de corregáo 50) basta que se resolva o sistema 
linear acima, onde А é a matriz de coeficientes das incógnitas do sistema AX = b e 
ҒО é o resíduo produzido pela solução aproximada x9. 


А nova aproximação será, então, 
x0 = RO + 50) 

Caso se queira uma melhor aproximação, resolve-se, agora, o sistema 
А80 = 0 


onde 8) é parcela de correção рага Ж) с, 6 o resíduo produzido рог х0. 


О processo é repetido até que se obtenha a ргесїзйо desejada. 


Exemplo 2.11 


Conforme foi visto no exemplo 2.9, a solução do sistema é: 


Ж = [0,97 198 -0,97 1,007 

vom resíduo 

(1 “(0042 0,214 0,594 - 0,594] 
Fazendo 


m = х0 + 596 
pm no) 


| Ø Cálculo da parcela é feito pelo sistema 
| 
150 - ,@) 


que fornece como resultado 

40) = [0,0295 0,0195 —0,0294 0,0000 ]T 
X será, então: 

RO = x@) , 50 


1,000 
xO) = 2,000 
—0,999 
1,000 

gujo resíduo é 
—0,009 
-0,011 
D = 0,024 
0,013 


Fazendo 


RO = xD + 80 ç 
Exo 


tom-se outra parcela de correção fornecida pelo sistema 


450 =,0 
¿=p 
[ 0,0002 — 0,0002 — 0,0007 0,0000)” 
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O valor melhorado de X será: 


xo 


xo 


x0 + 80) 
[1,000 2,000 —1.000 1,000) |7 


1 


сот resíduo 


;2 = [0000] 


Conforme о leitor deve ter notado nos exemplos anteriores, foram tomados 
pivós diferentes de zero para que fossem possíveis as eliminações. Caso ocorra 
algum pivô nulo, deve-se efetuar uma troca de linhas conveniente para escolher um 
novo pivô não nulo, a fim de que se possa prosseguir com as eliminações. Outra ma- 
neira de se evitar o pivô nulo é usar o método da pivotação completa, que será descrito 
na subsecção 2.2.5. A pivotação completa serve, também, para minimizar a ampliação 
de erros de arredondamento durante as eliminações, sendo recomendado especial- 
mente na resolução de sistemas lineares de maior porte por meio de computadores 


digitais. 


2.2.5. Método da Pivotação Completa 


Dado o sistema Ах = b, seja M sua matriz aumentada: 


Escolhe-se em (2.7) o elemento ард + O de maior módulo e não pertencente 
à coluna dos termos independentes e calculam-se os fatores mj: 


" 
mi =- qg Мір 


ара é o elemento pivó e a linha p é a linha piyotal 


Soma-se, а cada linha não pivotal, o produto da linha pivotal pelo fator cor- 
respondente mí da linha não pivotal. Disso resulta uma nova matriz, cuja q-ésima 
coluna é composta de zeros, exceto о pivô. Rejeitando esta coluna e a p-ésima linha 
do pivô, tem-se uma nova matriz MO, cujo número de linhas e colunas é diminuído 
de um. 
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058 repetindo-se o mesmo raciocínio acima para a nova matriz MU), ob- 
Me ç S о processo, é gerada uma seqüéncia de matrizes M, М4), 
4 m... ,onde МУ" 71? é uma linha com dois termos, consi a 
omo linha pivotal. ыы 


\ Para se obter a solução, constróise o sistema formado por todas as linhas рі- 

Wolas e, a partir da última linha pertencente à matriz MC" -1 ) resolve-se, através 
“do substituições retroativas, o sistema criado. Naturalmente, deve-se prestar atenção 
Т ordem em que foram feitas as eliminações para cada incógnita. 


lixemplo 2.12 


Resolver pelo método da pivotação completa, retendo, durante as elimina- 
(004, cinco algarismos depois da vírgula: 


0,8754x, + 3,0081х, + 0,9358x3 + 1,1083х4 
24579х| — 0,8758x, + 1,1516x3 - 45148x4 
5,2350х, - 0,8473x, — 2,3582х; + 1,1419х4 
2,015x, + 8,1083х; — 1,3232х3 + 2,1548x, = 


Е = 
Multipli- Ж Tamga 

Linha А or Coeficientes das Incógnitas Indepen- | Transformações 
dentes 


(1) |-0,37099 | 0,8754 3,0081 0,9358 1,1083 | 0,8472 
(2) | 0,10801 | 24579 08758 1,1516 -45148 | 14221 
(3) | 010450 | 5,2350 8473  —2,3582 1,419 | 2,5078 


(4) 2,1015 -1,3232 2,1548 |-6,4984 
(5) |-0,01756 | 0,09576 0 1,42669 0,30889 | 3,25804| -0,37099(4) + (1 
В К Б -0; ) 
(6) |-0,49222 | 2,68489 0 100868 -4,28205| 0.42019] 0,10801(4) + (2) 
(7) O -249647 136707 | 1,2873) 0104504) + G) 
(8) 0,0575 0 0 147052 0,28489)| 3,22594| —0,01756 
Р s —0,01756(7) + (5) 
(9) 0 0 2,2375  C4,95498]-0,47996 | –0,49222(7) + (6) 
10 
[uo 0 0 159917 0 3,19834| 0,057509) + (8) 
O sistema, após as eliminações, é: 
2,1015x, + 8,1083; — 1,3232хз +  2,548x4 = -6,4984 
5,4546x, 2,49647x3 + 1,36707x4 182873 
2,22375x, — 4,95496ха = -047996 
1,59917x3 = 3,9834. 
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X = [10000 -1,0000 2,0000 1,0000 17 


r=[0 о о 0f 


2.2.6. Método de Jordan 


Consiste em operar transformações elementares sobre as e 


linear dado até que se obtenha um sistema diagonal equivalente. 


Exemplo 2.13 


Resolver pelo método 


de Jordan: 


© 


quagóes do sistema 


Termos 
Linha Multiplicador Coeficientes das Incógnitas is Transformações 
a) O 1 2 4 
ә|- = 2] 2 Әр сөй 
(3) - x = -1 1 -1 -1 -1 
© 
= + 
a - б = = 1 1 2 4 ау 
— — + 
© o O = 8 20) : о 
6 |- 2 0 = -3 -5 -1 0) + 6) 
m|- 1 9 1/3 48 + + 
® |- йз 0 3 -5 3 (5) 
2 
@ D o @ (аз Loro 
1 n 0 1 -10)+0) 
aD 0 -3 0 -3 15 (9) + (8) 
(12) 0 0 1/3 1/3 
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O sistema diagonal é formado pelas linhas (10), (11) e (12): 


22.7. Cálculo de Determinantes 


De modo análogo ao que foi feito com sistemas, pode-se definir transfor- 
|Шісбез elementares para matrizes e também definir matrizes equivalentes 4 е В 
quando B puder ser obtida de А por transformações elementares nas linhas (ou 
volunas). Pode-se provar que se А е В são equivalentes então det А = det B. 


Como nas matrizes triangulares e diagonais o determinante é o produto dos 
plementos diagonais usa-se, para o cálculo de determinantes, o método de Gauss ou 
p de Jordan. 


Flixemplo 2.14 


Dada 


Usa-se o método de Gauss para obter 
2 3 -1 
U-|0-2 -1 
0 0 5 
А seguir calcula-se det U = det A = 2(-2)5 = —20. 


Exemplo 2.15 


A matriz 


1 1 2 
a -( -i 4) 
1-1 -1 
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é transformada pelo método de Jordan em 


1 о 0 
р={0 -3 0 
о о 1/3 


Logo, det A = dt = 1 * (3) e 


2.28. Implementação do Método de Jordan 


Seguem, abaixo, a implementação do método pela subrotina JORDAN e um 


exemplo de programa para usála, 


2.2.8.1. SUB-ROTINA JORDAN 


Ж LC 


SUBROTINA JORDAN 


OPET ESoLUCAO DE SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES 


METODO UTILIZADO = 
ELIMINAÇÃO DE JORDAN 


uso : 
CALL. JORDANCA, N, NMAX, MMAX, X, DET? 


ETROS DE ENTRADA = Dae 
ыы s MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS 


INDEPENDENTES 


2 ORDEM DA MATRIZ А Я 
NMAX : NUNERO MAXIMO DE LINHAS DE ОВА ар. 
MMAx — : NUMERO MAXIMO DE COLUNAS DECLA 


Sesosonosnsosoooocooooooo 


Р TROS DE SAIDA à 
шш £ VETOR SOLUCAO КО 
DET = VALOR DO DETERMINANTE DE 


с 


SUBROUTINE JORDAN(A,N,NMAX,WMAX,X,DET) 


2 NC,NMAX,NÍ 
INTEGER 1,10,J,K,LF,L1,MMAX,N, NC, 5 
REAL A(NMAX, MMAX) , DET , MULT, X (NMAX?) 


cocos 


== 
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IMPRESSAO DA MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS 
INDEPENDENTES 
WRITE(2,4) 
1 FORMAT сіни, 29X, 22HMATRIZ DE COEFICIENTES, /) 
+ 
WRITEC 2) (1, =LI, LF) 
2 FORMATCiHO, 3HI/J,7X, 12,4 ($3X, 122) 
DO 10 I«i,N 
WRITE(2,3)1, (ACI, J), J= 
3 FORMAT HO, 12,5(8X, (PEL 
10 CONTINUE 
LI=LF+i 
20 CONTINUE 
30 ODIN, SD 
TF(K.EG.0)60 TO 50 


LF=LF+K 

WRITEC2, 2) (I, ESL, LF) 

DO 40 I=1,N 

WRITE(2,3)T, (ACI, J), JSL, LF) 
40 CONTINUE 
50 — CONTINUE 
МЕІТЕ(2,549 

Sí FORMAT(IHO) 
WRITE (2,52) 
FORMAT(1HO, 24H TERMOS INDEPENDENTES, /) 
DO 60 N 
МЕІТЕ(2,5921,АС1,М1) 
5з ЕОВМАТС1Х,12,3х,41РЕ1?.5,/› 
60 CONTINUE 


FIM DA IMPRESSAO 
METODO DE JORDAN 


DET=1. 
DO i20 K = 1,N 
IFCABSCACK,K)).GT.1.E-7) GO TO 90 
IF(K.EG.N)GO TO 70 
WRITE(2,61)K,K 


в FORMAT (1H1,33H O ELEMENTO DA DIAGONAL PRINCIPAL, 
5 9H NA LINHA,I3,22H ESTA” IGUAL А ZERO,NO, 
H ЎН PASSO , 13) 
RETURN 
70 CONTINUE 
IF(ABSCA(N,N1)).GT. 1.E-7)80 TO 80 
WRITE(2,71) 
71 FORMAT(1H1,27H 0 SISTEMA E” INDETERMINADO) 
RETURN 
80 CONTINUE 


URITE(2,81) 
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ооооо 


FORMAT(1H1,24H O SISTEMA E" IMPOSSIVEL) 


ві 
RETURN 
90 CONTINUE 
ПЕТ = DETXA(K,K) 
DO 440 1=4,N 
IF(I.EQ.K)GO TO 110 
MULT = -ACL,IO/A(CGIO 
DO 400 J = K,Ni 
AlI, D = AG1,JD+WULTwA(K,J) 
100 CONTINUE 
110 CONTINUE 
120 CONTINUE 
FIM DO METODO DE JORDAN 
IMPRESSAO DOS RESULTADOS 
WRITE(2, i21) 
421 — FORMAT(ÍHi, 15H VETOR SOLUCAO,/) 
DO 130 I=i,N 
X(ODSACI,NI/ACILID 
WRITE(2,Í22)XCID,I 
122 FORMATCÍHO,6HX “= ‚1РЕ12,5,/,2Х,12) 
130 CONTINUE 
URITE(2,131)DET 
134 FORMATCIHO,28H O VALOR DO DETERMINANTE E” „АРЕ12.5) 
RETURN 
END 


„ылышы L = E 


2.2.8.2. PROGRAMA PRINCIPAL 


өсооо 


10 


PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA JORDAN 


INTEGER I,J,MMAX,N, NHAX, Nf. 
REAL A(20,24),DET,X(20) 
NMAX=20 
MMAX=NMAX+ 4 
READ(4, 40N 
FORMAT(I2) 
N : ORDEM DA MATRIZ 
Міма 
DO 40 Isi,N 
READ (1,2) (ACI, J), J = 3,819 
FORMATCAOFB. 0) 


: MATRIZ DE COEFICIENTES E ENDENTES 


TERMOS XNDEI 


^ 
CONTINUE 
CALL JORDAN(A,N, NMAX ,MMAX, X, DETO 


CALL EXIT 
END 
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Exemplo 2.16 


Determinar o vetor solução do seguinte sistema de equações lineares: 


3x, — 9хз + бха+ 9х5 + 4х6 — x, = —0,108 
-9x, + 3x2 8x3 + 9x4 — 12x5 + бх + 3x = 26,24 
lx, = 9x; + хз — 3x4 + х5 5х6 + 5x7 = 92808 
4x, + 8x2 10x3 + 8xa— xg + 46 — 4x9 = 53,91 
=5x + 5х2 4x3 + ха + 3x5 + 8x5 + 7x7 = 143,55 
6x, — 2x2 9x3 — 7x4 — 5х5— 3х + 8x, = -6,048 
8x, + 7x, 2x3 + Sxa + 25+ xg — 3x7 = 13794 


Para resolver este exemplo, usando о programa acima, devem ser fornecidos: 


Dados de entrada 


V, 7.2.5. 2. L, -3., 13794, 


1⁄3 


ч oe = > в 


Os resultados obtidos foram: 


MATRIZ DE COEFICIENTES 


i 2 a à 


3.00000E+00 0.00000E+00 -9.00000E+00 6.00000E*00 


-9.00000Е%00 3.00000E+00 8.00000E+00 9.00000E+00 
1.00000E*00 -9.00000Е%00 1. 00000E +00 -3.00000Е+00 
4. 00000Е+00 8.00000E+00 -4.00000E+04 8. 00000Е+00 

79. 00000Е +00 5.00000E+00 4.00000E+00 1. 10000E +04 
6. 00000Е+00 2. 00000Е+00 9.00000Е%00 -7.00000E*00 
8.00000E+00 7.00000E+00 2.00000E+00 Š 00000Е+00 
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6 
4,00000E «00 
6.00000E*00 

-5.00000Е+00 
4.00000Е%00 
8.00000E+00 

-3.00000Е+00 


1 .00000E+00 


1/2) 5 

i 9. 00DOO0E «00 
2 1. 20000£*01 
3 3 .00000Е+00 
A -4.00000E+00 
5 3:00000E+00 
é <5.00000Е%00 
7 2 00000E+00 
TERMOS INDEPENDENTES 
£ <%.08000Е-04 
2 2.62А00Е 01 
3 9 2B080E+04 
4 5.39 100E 01. 
5 4 .43550Е+02 
6 -6.0аВ00Е%00 
7 1.37940Е%02 


VETOR SOLUCAO 


83519E+00 


1.32316E*01 


2.10986E+00 


2.74105E+04 


6.13817E+00 


= -4,43192E8+01 


7 
-1.00000E+00 
3.00000E+00 
5.00000E+00 
-4.00000Е%00 
7.00000E+00 
8.D0000E+00 


-3.,00000E+00 


Б. 
, 


1.32430Е%01 


| 0 VALOR DO DETERMINANTE E” 


— 


8.04193E+06 
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22.9. Exercícios de Fixação 


Determinar o vetor solução dos sistemas lineares abaixo, através do método de Jordan: 


Ш [2x 
x 
x, 


4x, 


0292. 4x1 
хі 
#£ 
х1 

12.9.3. xi 

2x, 

3x 
4x1 

22,94. x 
Xi 

2x1 

4x1 


+ 
+ 
+ 


++ ++ 


++ + + 


ЕЯ 
x 
ж 


5x2 


+ 


3x, + 


2x2 


5x2 
6x2 


+++ + 


+ + + + 


хз 


ахз + 


23 


хз 


2x3 + 


3x3 
хз 


х3 


++ ++ 


++ + + 


ха 
ха 
ха 
254 


2,3. MÉTODOS ІТЕБАТІУО5 
23.1. Introdução 


Ш 


lI 


lI 


lI 


690 
—6,60 
10,20 


-12,30 


10 


-1 


A solução X de um sistema linear AX = b pode ser obtida utilizando-se um 
método iterativo, que consiste em calcular uma sequência x), x, ..., x 
de aproximação de X, sendo dada uma aproximação inicial Ж, Para tanto, trans- 
forma-se o sistema dado num equivalente da forma 


50 CÁLCULO NUMÉRICO 


x=Fxtd (2.8) 


onde F é uma matriz n x n e Xe d são matrizes n x 1. Para facilitar a notação serão 
usados indistintamente: 


хі 
х= | oux= (ка, хо. хн) 

xn 

Partindo-se de uma aproximação inicial x9 = (ха 0) x. (0) is , xp PY obtém-se 
x? = Fx) + d 
x?) = Fx) + d 
ХЕЗ) рую + d 
Seja Ii x — xll = máx [oO xo 
1<¡<n 

Se tim Пк — xll = 0 então xD, ..., х®), ... converge quando k — о. 


Observação: Dado Ах = b existem várias maneiras de se obter (2.8), por exemplo: 
AX +Ix - b = Ix 


ou 


x = (A*IDx-b 


2.3.2. Método de Jacobi 


Seja o sistema 
Gu Xi tanx ft... + anxn 7 bi 
an xı t am х2 +... + anxn = Da (2.9) 


ару Xi + anaxa +... + ана = bn 
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Explicita-se em (2.9) x, na primeira equação, x, па segunda, ... 


b, = (an x2 + agxa +... + апхп) 
х= 
аһ 
b, — (азу хі t ag xs +... + ғә Xn) 
х = (2.10) 
> an 
" bn — (ani Xi + n2 Xi +... + an, nina) 
Xn = 
апп 


O leitor deve observar que em (2.10) os elementos а; + 0, Vi. Caso isso 
nilo ocorra, as equações de (2.9) devem ser reagrupadas para que se consiga essa 
condição. 

O sistema (2.10) pode ser colocado na forma x = Fx * d onde: 


El 


X2 


O —ap/an -agan +. тети 
-anjan o -anjan e -4nlan 


—ап\/апп -aminn —analinn +. 0 


O método de Jacobi funciona do seguinte modo: 
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a) Escolhe-se uma aproximação inicial x. 


b) Geram-se aproximações sucessivas de x% a partir da iteração 
EFD =D 4d к-0,1,2,... 
с) Continua-se a gerar aproximações até que um dos critérios abaixo seja sa- 
tisfeito 


máx bg & * — xj? | < e, € tolerância 
1SI<n 


ou 
k > M, М número máximo de iterações 


Observação: A tolerância € fixa o grau de precisão das soluções. 


Exemplo 2.17 


Resolver pelo método de Jacobi o sistema: 


2x, = x = 


1 
x +2 =3 


com € <10 ou k > 10 


Explicitando x, na primeira equação e x? па segunda, tem-se as equações de 
iteração: 


ET b =+ (1% ха 9) 


x, + D) = 46 2510) 
O vetor inicial é tomado arbitrariamente. Fazendo-o 
Жо) =[0 0]7 tem«e: 


х0 =L (+ 20) =4(1 +0) - 05 


parak = 0 
x =B- x) -20-0)-15 
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10) =+@ + ху -4 (1 * L5) = 125 


puak = 1 
x? =) (3 — 0,5) = 125 
Prosseguindo as iterações рага k = 2,3 ...e colocando-as numa tabela 
obtém-se: 
к x 00 x4 00 € 
0 0 0 Е 
1 0,5 1,5 1,5 
2 1,25 1,25 0,75 
3 1,125 0,875 0,375 
4 0,938 0,938 0,187 
5 0,969 1,031 0,093 
6 1,016 1,016 0,047 
+ 1,008 0,992 0,024 
8 0,996 0,996 0,012 
9 0,998 1,002 0,006 
0006 < 1077? хі = 0,998 
ou Sim. Então pare! 
k > 10? ха = 1,002 


X = [0,998 1,00217 


2.3.3. Implementação do Método de Jacobi 


Seguem, abaixo, a implementação do método pela sub-rotina JACOBI e um 
öxemplo de programa para usá-la. 


23.3.1 SUB-ROTINA JACOBI 


б..... DII 

Been meme 
с 

с SUBROTINA JACOBI 

o 

G OBJETIVO : 

c RESOLUCAO DE SISTEMAS DE E@UACOES LINEARES 
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ooooooonoooooooooooooooo 


оо 


anon 


METODO UTILIZADO : 
JACOBI 


uso : 
CALL JACOBICA,N, NHAX,MMAX, LTERM, XO, EPS, ITER,X) 


PARAMETROS DE ENTRADA 
á т MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS 
INDEPENDENTES 


N = ORDEM DA MATRIZ А 

NMAX 3 NUMERO MAXIMO DE LINHAS DECLARADO 
MMAX — : NUMERO MAXIMO DE COLUNAS DECLARADO 
ITERM 2 NUMERO MAXIMO DE ITERACOES DECLARADO 
ха 1 VETOR DE APROXIMACAO INICIAL 

EPS 2 PRECISAO REQUERIDA 

ITER — * NUMERO DE ITERACOES 


PARAMETRO DE SAIDA : 
x і MATRIZ DE APROXIMACOES 


SUBROUTINE JACOBI(A,N,NMAX,HMAX,ITERM,XO,EPS,ITER, X) 


INTEGER 1,IC,ITER,ITERM,ITERS,J,K,L,LF,LI,L2,MMAX,N,NC, 


J NMAX, Nº 
REAL A(NMAX, MMAX) , AUX, EPS, MAIOR ,X (NMAX, ITERM) , XOCNMAX) , 
s т01.099) 
IMPRESSAO DA MATRIZ DE COFFICIENTES E TERMOS 
INDEPENDENTES 
Ni=N+í 


WRITE(G, 41) 
1 FORMAT(1H1,29X,22HMATRIZ DE COEFICIENTES,/) 
NC-N/5 
LI=1 
LF=0 
IF(NC.EQ.0) GO TO 30 


WRITE(2,2) CI, I=LI,LF) 
2 FORMAT(CÁHD, 3HI/J,7X, 12, 4(13X, 122) 
DO 40 Izi,N 
WRITE(2,3)I,(A(I,J),J=LI,LF) 


3 FORMAT(£HO, I2,5(9X, 4PE12.5)) 
10 CONTINUE 
LI=LF+š 
20 CONTINUE 
30 CONTINUE 
K=MOD(N, 5) 
IF(K.EG.0)60 TO 50 
LFzLF*K 


WRITECG, 2) CI, I-LI,LF) 


40 
50 


51 
52 


53 
60 


70 


80 


90 


100 


110 
120 


20000 


121 


Sistemas Lineares 55 


DO 40 I=1,N 
WRITE(2,3)1,(A(1,J),JSLI,LF> 
CONTINUE 
CONTINUE 
WRITE(2,51) 
FORMAT(ÍH0) 
WRITE (2,52) 
FORMATCÍHD, 24H TERMOS INDEPENDENTES, /) 
DO 60 1=1,N 
WRITE(2,53)I,ACI,Ni) 
FORMAT(1X,I2,3X,1PE12.5,/) 
CONTINUE 


FIM DA IMPRESSAO 
METODO DE JACOBI 
ITERi=ITER+í 


DO 70 I=1,N 
Х‹1,4)=ХО‹1› 


CONTINUE 
DO 110 L=2,ITER1 
00 90 N 
X(I,L (G,NE)*XCI,L-12*ACI, I) 
DO 80 J=í 


XCI,L)8XCL,L)-XCJ, L-4) A CI , J) 
CONTINUE 
X(I,L)=X(1,L)/A(I, D 

CONTINUE 

AUX=X(í,L)-X(4,L-1) 

MAIOR=ABS (AUX) 


DO 100 I=2,N 
AUX=X(1,L)-X(1,L-4) 
BS (AUX) 
IF(AUX.LE.MAIOR)GO TO 100 
MATOR=AUX 
CONTINUE 


TOL (L) -MAIOR 
IF(MAIOR.LE.EPS)GO TO 120 
CONTINUE 
CONTINUE 


FIM DO METODO 


IMPRESSAO DAS APROXIMACOES E RESULTADO FINAL 


IF(MAIOR.BT.EPS)LsL-1 


NC-L/S 
БЕП 
LF=0 


URITE (2,124) 


FORMAT(1H1) 

IF(NC.EG.0)80 TO 170 

DO 160 IC=i,NC 
LF-IC«S 
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J=LI-4 
L2=LF-1 
WRITE(2,122)J,(I,I=LI,L2) 
122 FORMAT(1HO, BHITERACAO, 8X, I2, 4(12X,12)) 
DO 430 I-i,N 


WRITE(2,423)(X(1,J) ¿J=LI,LF) 

123 FORMAT СЕНО, ЭХ, 1HX,5X,5(2X,1PE12.5)) 
WRITE(2,424)1 

124 FORMAT(5X, 12) 

130 CONTINUE 


IF(IC.NE.1) GO TO 140 
URITE(2,134) CTOL CJ), 192,5) 


131 FORMAT СЕНО, LOHTOLERÂNCIA, 13X, 4(2X,1PE12.5)) 
VRITE(2, 132) 
132 FORMAT (2(/)) 
60 TO 450 
140 CONTINUE 
URITE(2,141) CTOL CD , JeLI, LF) 
141 FORMAT (HO, í $HTOLERANCIA ¿1PE12.5,4(2X,1PE12.5)) 
WRITE(2,132) 
150 CONTINUE 
LI=LF+i 


160 CONTINUE 

170 CONTINUE 
K=MOD(L,5) 
IF(K.EQ.0)G0 TO 200 

LF=LF+K 

JeLI-ií 

L2-LF-i 

WRITE(2,122)J, (1, I=LI,L2) 

DO 180 I-i,N 
WRITE(2, 123) OXCI, D , JELI, LFO 
WRITE(2,124)1 

180 CONTINUE 

IF(LI.NE.1)60 TO 190 
WRITE(2, 131) (TOL CJ , J=2,5) 
GO TO 200 

190 CONTINUE 
WRITE(2,441)(TOL(J),J=LI,LF) 
WRITE(2,132) 

200 CONTINUE 

IF(MAIOR.LE-EPS)GO TO 210 
WRITE(2,201)ITER 


201 FORMATC(ÍHO, 25НЕККО : NAO CONVERBIU COM ‚12, 
в 10H ITERACOES) 
RETURN 
210 CONTINUE 
WRITE(2,211) 
211 FORMAT(5(/),5X,13HVETOR SOLUCAO,/) 


DO 220 I=i,Ñ 
URITE(2,212)X(1,1) 


1 
(APE4D.5,/,2X,12) 


212 FORMATCÍHO, 6HX 
220 CONTINUE 
RETURN 
END 
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19,2. PROGRAMA PRINCIPAL 


PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA JACOBI 


INTEGER I,ITER,ITERM, J, MMAX, №, К 
REAL агат EPS, X (AD, 999 kORO ' 
MMAX=NMAX+ 1 
11 9 
DCi, AON, ITER, EPS 
4 FORMAT(212,F10.0) 
N 1 ORDEM DA MATRIZ 
ITER — : NUMERO DE ITERACOES, MENOR QUE 99 
EPS : PRECISAO REQUERIDA 
READCA 20 (ХОСТ), 151, 8D 
oon 
0 : VETOR DE : : 
EM OR БЕ APROXIMAÇÃO INCIAL 
DO 10 I=4,N 
READ(4,3) (аСТ, D Ji, М4) 
3 FORMAT(10F8.0) 
z MATRIZ DE 


БЫ 


^ а: ын М ag: aite 
10 CONTINUE ¡FICIENTES E TERMOS INDEPENDENTES 


CALL JACOBICA,N,NMAX, MMAX, ITERM, XO,EPS, LTER,X) 


CALL EXIT 
END 


plo 2.18 


Determinar o vetor solução do sistema de equações lincares abaixo, usando 


O vetor inicial x(0) = [1111 1 1]7, como precisão € <107* ú 
imo de iterações k = 30: | E ca 


105. + хә + хз + 2x4 + 3x; — 2 = 6,57 


4x, — 20x3 + 3x3 + 2х4 — x; + 7% =-— 68448 
Sx, — 3xg + 15x3 — x4 — dx + xç =—11205 
—x,* xo + 2x3 + Bx. — ху + 2x5 =— 3968 

xı + 2x; + хз + 3x4 + 9x5 — xg =-— 218 

-4Х1% 3x3 + xs + 2x4 — Xs +12 = 10882 


Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 
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Dados de entrada: 


96300.0001 

1,1,1,1,1,1, 

19., 1., 1.,2., 3. —2., 6.57, 

4., —20., 3., 2., —1., 7., 68.448, 
5,3. 15., —1, —4., 1, 11205, 
-1.,1.,2., 8., —1., 2., 3.968, 
1.,2.,1.,3.,9.,-1.,-248, 
—4,,3., 1., 2., —1., 12., 10.882, 


Os resultados obtidos foram: 


MATRIZ DE COEFICIENTES 


1/3 1 
£ 1.00000E404 
2 4.00000E+00 
3 5.00000E+00 
4 .00000Е+00 


5 1.00000Е%00 


6 -4.00000€+00 


2 


4.00000E+00 
2.00000E+04 
-3.00000Е+00 
1 .00000Е+00 
2.00000E+00 


3.00000Е+00 


-2.00000Е+00 
7.00000E*00 
1.00000E*00 
2.00000E+00 


=í .00000E+0D 


1/J 5 6 
4 3.00000E+00 
2 -4 DO0ODE+OD 
3 -4.00000Е+00 
4 -£.00000E«00 
5 9?.00000E«00 
ó -4.00000Е+00 


TERMOS INDEPENDENTES 


í 6.57000E*00 
2 -6.84480E«01 
з -1.12050€+02 


1.20000Е%01 


3 
4.00000E+00 
3.00000E+00 
4. 50000E+0% 
2.00000E+00 
1.00000E+00 


1.00000Е+00 


4 
2.00000Е+00 
2.00000E*00 

-1.00000E*00 
8.00000Е+00 
3. 00000E+00 


2.D0000E+00 


4 -3.968D0E+00 


5 -2.18000E «00 


4 1.088204 


ITERACAO 0 
x 4. DODODE+00 
i 
x 1.00000E+00 
2 
x 1.00000E«00 
3 
x 1.00000E«00 
4 
x 1.00000E«00 
5 
х 1.00000E+00 
4 
TOLERANCIA 
ITERACAO 3 
x 1.14431E+00 
1 
x. 2.94300E+00 
x -7.48099E+00 
3 
х ?.099?07E-01 
4 
x -3.19436E-D1 
5 
х 1.28685E*00 
6 


Boueeenczo 6.809968E-01 


1 


1.57000E-01 


4.17240E «00 


-7.33687Е%00 


-8.71000E-04 


79 .08889E-01 


8.23500E-01 


8.33667E+00 


4 


1.26600Е%00 


3.08848E+00 


77.3378 


00 


7.804021E-0í 


78.75825E-01 


9.74320E-01 


3.12530E-^01 


Sistemas Lineares 59 


2 


1.58499E+00 


2.59987Е%00 


-7.043149Е%00 


5.16756Е-01 


1.01518E-02 


S.96882E-01 


1.5225З3Е%00 


5 


1.23474E+00 


3.01013E+00 


-7.38721E*00 


8.25085Е-04 


-4.04766E-01 


1.00788E+00 


7.83472E-02 
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ITERACAO ó 

x 1.25270E*00 
і 

x 3.01677E*00 
= 

x -7.39968E«00 
3 

x 8.26314E-01 
4 

x -8.90575Е-04. 
5 

x í.01024E*00 
6 


TOLERANCIA 1.79597Е-02 


ITERACAO 9 

x 1.24991Е%00 
1 

x 3.01996Е+00 
2 

x -7.39982E+00 
3 

x 8.29859Е-04 
4 

х -9.94125Е-04 
5 

x 4.01381E+00 
ó 


TOLERANCIA —8.49207E-04 


VETOR SOLUCAO 


4.25000E+00 


3.01999E+00 


? 


1.24925Еж00 


3.01673E+00 


-7.40063E«00 


9,32029E-01 


-3.92807E-04 


í.01658E*00 


6.34277E-08 


10 


1.25001E+00 


3.01993E«00 


-7.40001E+00 


8.29981Е-01 


-3.93975Е-01 


1.01398Е+00 


4. B9304E-04 


8 


1.24994Е%00 


3.02080E+00 


8.277266-01 


-2.93955Е-04 


4+.01388Е+00 


2.69902E-09 


ii 


1.25000E*00 


3.01999E«00 


-7.40001E*D0 


8.30021E-01 


-3.93982Е-01 


1.04 403Е+00 


5.69820Е-05 


х 
" 


x 
" 


x 
" 


-7.40001EËE+00 


8.30021E-01 


-3.93982E-01 


1.01403E+00 
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2.3.4. Exercícios de Fixação 


Determinar o vetor solução dos sistemas lineares abaixo, 
com no máximo 10 iterações: 


23.4.1. 


23.4.2. 


x? = [00007 e € < 107? 


хр = 025x2 - 0,25x3 

-025xj ох) - 025% 

-025x, + x - 0254 
= 0,25%, * xa 


x9 = [00007 e e «107? 


4x + xot x4 х= 7 
2x, - 8x3 + ха ха--6 
хр + 2x2 — бху + x4 = -1 
xy + % + xg- 4x = -1 


2343 x9 = [i 3 13]% € «1? 


5xy - ж 
xi + 90 
эх, 


= 2x1 + 2x7 — 


23 = ха= 5 
3xs + 4xa 
7х3 + 2х4 
3x3 + 10x4 = 


através do método de Jacobi, 
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2344 x = [0000 ol ec «10? 


10x, + 4x7 — хз + 3x, = 2 
— 8х) — 2x3 + x4-3x5= 5 
2x, - 4x2 + 7x3 =13 


— xí + 2x2 — 3x3 -1054 + 2xg= 4 


2xy- xQ- xy х,-7%- 7 


2.3.5. Método de Gauss-Seidel 


Seja o sistema АХ = b dado na forma (2.10). O método iterativo de Gauss- 
-Seidel consiste em: 


a) partindo-se de uma aproximação inicial x?) = (x, (€, x, 9, ..., хн09)), 


b) calcula-se a seqüéncia de aproximações хб), xD, se хФ, ... utilizando- 
se as equações: 


+ 1 
NIDM E b-a х0) азб) MOL 
(k + 1 
КЭ = А-ы аа Dama a 
NI 1 
{ЕЮ = — [ey c aA TD qa 1D ап, nit] 
пп 
ou então 
іші п 
+ 
at? = qa Р Бу ху 945 Бу y 
j=it 
ы 12, 
k= 0,1,2.. 


Continua-se a gerar aproximações até que um dos critérios abaixo seja satis- 
feito 


máx | xi * D — xf? | <e tolerância 
1<i<n 


ou 


k > M, M número máximo de iterações 
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Тхетріо 2.19 


Resolver pelo método de Gauss-Seidel: 


As equações iterativas são 


Ж 
«6 Da Lo La 9) 
k= 0,1,2,... 
К = 0 (12 iteração): 
Та +09) - 0+0) = 
= = 76 (3 xD) = + (3—05) = 125 
k = 1 (28 iteração). 
x, = к ах) =т@ + 125) = 1,125 
)=+G = 10) = ie 14125) = 09375 


Prosseguindo as iterações о leitor notará que o método de Gauss-Seidel con- 
verge para a solução mais rapidamente que o método de Jacobi. 


Exemplo 2.20 


Resolver pelo método de Gauss-Seidel, retendo quatro casas decimais. 


20x, + x) t xg t 2x4= 33 
ху + 10х; + 2x3 + 4x4= 38,4 
xi + 2x3 t 10х; + хат 43,5 
2x1 + 4х5 t хз + 20x4 = 45,6 
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(0) = EI 
As equações iterativas são: |Шші x9 = рз 1 3Fee<1 
1 $xj- xQ*2xy- x= 5 
aED = (зз ox _ x0 xı = хә +223 = ха 
50 хү + 9x7 — 3x3 + 4хд = 26 
nEtD = L (84 —oQ 6 * D L O 4,9) 3x3 — 7x3 + 2x4 = - 7 
10 — 2x1 + 2x3 — 3x3 +10х4 = 33 
x +) = 15 ED ox *D cu 0) 
+) - L _ +) _ @+1) +1) 
Xa > (45,6 – 2x, dx = хз ) ба xO = [o 000 of ee<1? 
101 4x, — x3 + 3x4 = 2 
Wer | @) d) o à E © @ e MEL IM 
x, 0 1,6500 1,1730 1,1951 1,1996 1,2000 1,2000 2x1 - 4x2 + 7х3 ыы 
— хү # 2х) - 3x3 -104 +25 = 4 
xa 0 | 36750 | 2,5497 24110 2,4006 2,4000 | 2,4000 TAUTA uq УИ 
| 2x, = xj- x3 + x4- 75 = 
xa | 0 | 34500 | 3,6020 | 36010 | 3,6001 | 3,6000 | 3,6000 
x4 | 0 | 12075 | 14727 | 1498 14999 | 1,5000 | 1,5000 
£ D SEN ыз 0.0104 00104 | 00006 | 0,0000 0.3.7. Convergência dos Métodos Iterativos 
- Seja o sistema Ах- b na sua forma 
2.3.6. Exercícios de Fixagáo а ы в) 
Determinar o vetor solugáo dos sistemas lineares abaixo, através do método de Gauss- pa iteração definida por 
Seidel, com no máximo 10 iterações: 
х®*) = pO cq k= 0,1,2... @.12) 


2361 49 = [0 о o of ee € 107? 
Subtraindo (2.11) de (2.12), tem-se: 


ху — 025х; - 0,25x3 =0 
-025m + ху -025« = 0 
-025x, * X3 —025x = 025 At) x= F(x = x) 
= 0,25%, + x = 025 


Seja e, o erro na k-ésima iteração, dado por: 


2362 x9 = |o o o of e e «107? 
O 2x0 x 


4xj ox f xs + xa = 7 
2x, — 8x; + x3 — xa = -6 Substituindo-se em (2.12), tem-se: 
хр + 2х5 5x3 x4 = -1 


ЖЖ xy EO apod = ot HD = pol) (2.13) 
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Teorema 2.1: É condição suficiente, para que a iteração (2.12) convirja, que 
os elementos fij de F satisfaçam a desigualdade: 


п 
У ЄЛ Su j2L52..n (2.14) 
f=1 


qualquer que seja a condição inicial x). 
Demonstração 


Escrevendo (2.13) na sua forma expandida, tem-se: 


А к 
att) = fn e + fo es +... + fin еп? 


e, * 9 2 f eO + fa eV +... fan es? 


) k 
enkt) = fm ei? + faz e +... + fan en? 


Tomando o módulo em ambos os membros, aplicando a desigualdade trian- 
gular e somando membro a membro as igualdades acima, tem-se: 


п п 
lkt е WII A [+ ...+ len IS | Qs) 
i 1 AL 


Aplicando (2.14) em (2.15) obtém-se: 


n п 
> EA y lej? | (2.16) 


рта 


іші 
Fazendo k = 0,1,2...em (2.16) tem-se: 


3 2 z каз) 
Уа +0 <r yo lg 0 13 Soft i< cL Tyne 
i-i 


іші іші £= 


> [gj Дар y le; | 


fsi ша 
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Como L < 1, segue que: 


SE) 
lim У) le; |ÀAHIOV como se queria demonstrar. 
k>0o¡=1 


Pode-se fazer o erro táo pequeno quanto se queira. 


Corolário 2.1 (Critério das linhas): É condição sucifiente para que a iteração 
definida em (2.12) convirja, que 


п 
la |>) lag 1, parai= 1,2,...п 

1 

ii 
Observação: A matriz que satisfaz as hipóteses do corolário 2.1 é chamada diagonal 
dominante estrita. 


Teorema 2.2: É condição suficiente, para que a iteração definida em (2.12) 
convirja, que os elementos fi; de F satisfaçam a desigualdade 


n 
$c Wi <, < 1, parai= 1,2,...п 
EM 


qualquer que seja a aproximação inicial x 9). 
A demonstração fica como exercício. 


Corolário 2.2 (Critério das colunas): É condição suficiente para que a itera- 
ção definida em (2.12) convirja, que 


n 
> > laj | para j= 1,2, 


ica 


ізі 


Na prática, são usados os critérios de suficiência de convergência expressos 
nos corolários 2.1 e 2.2 tanto para o método de Jacobi quanto para o método de 
Gauss-Seidel. Basta que o sistema satisfaça apenas um desses critérios para ter-se 
convergência garantida, independentemente da escolha do vetor inicial. Os siste- 
mas dos exemplos 2.17, 2.19 e 2.20 satisfazem a ambos os critérios. Verifique! 
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2.3.8. Implementação do Critério das Linhas 
2.3.8.2. PROGRAMA PRINCIPAL 


Seguem, abaixo, a implementação do critério pela função ICONV e um exem- 
plo de programa para usála. 


р 
D 
с PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA FUNCAO ІСОМУ 
D 
D 
INTEGER I, IC, J,K,LF, LI, MMAX, М, NC, NHAX , Ná 
REAL 4(20,21) 
NMAX=20 
Р =NHAX+ 
238.1. FUNÇÃO ICONV READ LAN 
£ FORMATCIZ) 
Ni=N+Í 
DO 10 I=1,N 
p ies wi rescue due CN ias Барса, 22 (ACI, J),J=4 M1) 
E 2 FORMAT C10FB. 0) 
e 10 CONTINUE 
c FUNCAO ICONU с 
E с IMPRESSAO DA MATRIZ DE СОЕҒІСІЕМТЕ5 E TERMOS 
E OBJETIVO : с INDEPENDENTES 
с VERIFICACAO DA CONVERGENCIA DE METODOS ITERATIUOS с 
с PARA RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES URITE(2,11) 
E 11 FORMAT (1H1,29X,22HMATRIZ DE COEFICIENTES,/) 
с METODO UTILIZADO : /5 
c CRITERIO DAS LINHAS 
с 
с uso ғ IF(NC.EQ.0)00 TO 40 
с ICONV(A,N,NMAX , MMAX) DO 30 IC-1,NC 
c LF=ICw5 
с PARAMETROS : URITE(2,42)(1,I=L1,LF) 
с A 3 MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS 12 FORMAT(IHO, 9H1/9,7X, 12,4(19X,12)) 
с INDEPENDENTES DO 20 І-і,М 
c N 2 ORDEM DA MATRIZ А URITE(2, 432 I, (ACI, J), JeLI,LF) 
C NMAX — : NUMERO MAXIMO DE LINHAS DECLARADO 13 FORMATCÁHO, I2,5(3X, 1PE12.5)) 
c MMAX — : NUMERO MAXIMO DE COLUNAS DECLARADO 20 CONTINUE 
с LI=LF+1 
с . DIL DII 30 CONTINUE 
£ 40 K=MOD(N,5) 
с IF(K.EG.0)60 TO 60 
INTEGER FUNCTION ICONUCA,N, NMAX, MMAX) LF=LF+K 
с WRITE(2,12)(I,I=LI,LF) 
c DO 50 I=4,N 
INTEGER I,J,MMAX,N,NMAX URITE(2,49)I, (ACI, J), JeLI,LF) 
REAL ACNMAX,MMAX), SOMA so CONTINUE 
ICONY=0 40 CONTINUE 
DO 20 AN WRITE(2,61) 
80MA-0. 4. FORMAT(£HO) 
DO 10 J=1,N WRITE(2,62) 
IF(I.EQ.J060 TO 10 42  FORMAT(ÍHO,21H TERMOS INDEPENDENTES, /) 
SOMA-SOMA*ABSCACI,J)) DO 70 I-1,N 
10 CONTINUE URITE(2,69)1,ACI,N1) 
IFCABS(A(I,1)>.GT.SOMA)GO TO 20 өз FORMAT(iX, I2, 3X, ÍPE12.5,/) 
ICONU-1 70 CONTINUE 
RETURN с 
20 CONTINUE 
RETURN 


END 
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FIM DA IMPRESSAO 
IMPRESSAO DOS RESULTADOS 


aooo 


IF(ICONUCA,N, NMAX, MMAX) .Е8.0380 TO 80 
МЕТТЕ‹2,71) 


71 FORMAT(5(/),1X,29H0 SISTEMA NAO CONVERGE COM AS, 


в 23H EQUACOES МА ORDEM DADA) 
CALL EXIT 
80 CONTINUE 
URITE(2,81) 
81 FORMAT(CSC/2,1X, 18H0 SISTEMA CONVERGE) 
CALL EXIT 
END 


Exemplo 2.21 


Verificar se o sistema de equações lineares abaixo converge ou não: 


10x, + x, + xs + 2x. + 3x, — 2x5 = 6,57 
4x, —20x, + 3x3 + 2x4 — xs + 7х6 = -68,448 
5x, — 3x, + 15x3 — Х4- 45 + х6 = -11205 
-ху% x, + 2x3 + 8x4 — x, + 2x5 =  -3,968 
XQ + 2x; + xt 3x4 + 9х5 — х6 = 2,18 
4x, + 3x2 + 0x3 + 2X4 — xs + 12% = 10,882 


Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 
Dados de entrada 


6.57, 

— 1, 7., 68.448, 
15:154. 1; — 112.05: 
,8,=1.,2., — 3.968, 

9.,—1,— 2.18, 


Os resultados obtidos foram: 


MATRIZ DE COEFICIENTE 


1/2 1 a 3 


1.00000E400 i.Q0000E«00 


í 1.00000E*01 


-2.00000E*01 3.00000E «00 


2 4.00000E+00 


4 
2.00000E+00 


2.00000E+00 


1⁄J і 
l 5.00000E«00 
4  -1.00000E«00 
% £.00000E «00 
b — -4.00000E+00 
1/J 5 


П 3.00000E+00 
? 1.00000Е+00 
3 74.00000E +00 
4 -£.00000E«00 
5 9.00000Е%00 


à — -1.00000E«00 


MATRIZ DE COEFICIENTES 


73.00000E-*00. 


1.00000Е»00 


00000Е+00 


3.00000E. 


é 
-2.00000Е+00 
7.00000E«00 
4.00000Е%00 
2.00000E+00 
-1.00000E«00 


1 .20000E+04 


TERMOS INDEPENDENTES 


í 6.57 000Е+00 
2 -6.84480Е%01 
3 -4.12050Е+02 
4 -3.96800E+00 
5 -2.18000E*00 
6 1.08820Е%01 


0 SISTEMA CONVERGE 


3 


1.50000Е+01 


2.00000E-00 


1.00000Е%00 


1 .00000E+00 
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4 
-1.00000Е+00 
8.00000E+00 
3.00000€+00 


2.00000E+00 


2.3.9. Qual Método é Melhor: o Direto ои o Iterativo? 


Мао se pode garantir a priori que método é o mais eficiente. É necessário o 
estabelecimento de certos critérios. Dado o caráter introdutório deste curso e usan- 
do critérios bem gerais, pode-se afirmar que os métodos diretos se prestam aos 
sistemas de pequeno porte com matrizes de coeficientes densas; também, resol- 
vom satisfatoriamente vários sistemas lineares com a mesma matriz de coeficien- 
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tes. Já os métodos iterativos, quando há convergéncia garantida, 540 bastante van- 
tajosos na resolugáo de sistemas de grande porte com a matriz de coeficientes do 
tipo “esparso” (grande proporção de zeros entre seus elementos). Os sistemas oriun- 
dos da discretização de equações diferenciais parciais são um caso típico. Neles, 
os zeros da matriz original são preservados e as iterações são conduzidas com a 
matriz original, tomando os cálculos autocorrigíveis, o que tende a minimizar os 
erros de arredondamento. 


2.4. SISTEMAS LINEARES COMPLEXOS 
Seja o sistema 
Ax= b (2.17) 


onde А, X e b são matrizes complexas. 


Fazendo 
A=M+iN 
b = c+ id (2.18) 
x= s+it 

onde: 


M, N — sáo matrizes reais de dimensáo n x n 
с, d, s, t — são matrizes reais de dimensão л x 1 


Substituindo (2.18) em (2.17), tem-se: 


(M + iN)Gs + i) = c + id 
Ms — Nt + i (Ns + М) = c + id 


ou, ainda, 
М-М = c е 
Ns + Mt = d 


Este último sistema se reduz a 


= (2.19) 
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Мета (2.17) foi reduzido, portanto, ao sistema real (2.19). Basta, pois aplicar 
(2.19) um dos métodos vistos nas secções 2.2 e 2.3. 


plo 2.22 


Resolver o sistema: 


(Í + 2)x, + 3x2 = —5 + 4i 
-xt x)=—1 
1+2 340i 1 3 2 0 
d= = +i 
—1 + 0 1 + O -1 1 0 0 
M N 
—5 + 4i -5 4 
be ja +i 
—1 + 0 гер 0 
с а 
xi 5 ti 
х= = +i 
х2 СЯ ty 
% 1 


| Escrevendo о sistema na forma (2.19) tem-se: 


103 -2  0][s -5 
E 1 o о» -1 
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Resolvendo o sistema acima por um dos métodos vistos nas secções 2.2 е 2.3 
obtém-se a solução: 


к=п -4f 


2.4.1. Exercícios de Fixação 


Determinar о vetor solução dos sistemas lineares complexos abaixo: 


2.4.1.1 (+ Dx + ixə + xy = 0*4 
хр = 009 + 0+2) х3 = -1-2% 
2х1 + 2x2 ху = 4-1 
2412 (+4) ху + xy = -2+31 
ix (2-30 хә = 13 


2413 (xy %хуша 
xp-xj- 2 


2.5. NOÇÕES DE MAL CONDICIONAMENTO 


Nas subseções 2.2.1, 22.4 e 2.2.5 foi usado como critério para avaliar a preci- 
são da solução X do sistema Ах = b, o resíduo r = b — Аў, onde & é a solução com- 
putada. 


Se & for uma boa aproximação para x, é esperado que as componentes der se- 
jam valores pequenos. Entretanto, valores pequenos para as componentes do resí- 
duo podem não indicar que & seja uma boa aproximação para x. 


Exemplo 2.23 
Seja o sistema 


x, + 1,001x = 2,001 
0999x; + x, = 1,999 (2.20) 


lI 
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А solução exata para (2.20) é x = [1 F. 


mé = [2 0,001]%, o resíduo de (2.20) é 


Es] -- E pu [| 
E | 1,999 0,999 1 0,001 
i 


р] _ kes 


1,999 1,999000 


" 


— 0,000001 
3 [ 0 ] 


Examinando r, & = [2 000117 poderia ser considerada como uma boa apro- 
Imagáo para x, o que, de fato, não acontece. 


Equações como as do sistema (2.20) são mal condicionadas. 


Um modo de se detetar o mal condicionamento é através do determinante 
ormalizado da matriz dos coeficientes do sistema dado; se o determinante norma- 
ado for sensivelmente menor que a unidade, o sistema será mal condicionado. 


Se A é uma matriz de ordem л, seu determinante normalizado, denotado por 
let (Norm А) é dado por: 


O determinante normalizado da matriz dos coeficientes de (2.20)é 5 x 1077, 
to é, 


let (Norm 4) < 1 


O sistema (2.20) é mal condicionado, como já era esperado. 


Observação: Há outros critérios para a verificação de mal condicionamento 
sistemas lineares e o leitor poderá encontrá-los em [3] e [7]. 
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2.6. EXEMPLO DE APLICAÇÃO 
2.6.1. Descrição do Problema 
Vários candidatos prestaram concurso para preenchimento de duas vagas nu- 


ma empresa. Somente quatro dentre eles conseguiram aprovação. A classificação, 
com as respectivas notas е médias, foi divulgada através da seguinte tabela: 


Notas 2 " В 
Portugués | Matemática | Datilografia | Legislação | Média | Classificação 
Candidatos 
A 80 92 8,5 93 8,58 19 
3 8,1 77 82 82 8,28 29 
с 89 13 18 86 822 39 
р 80 15 76 8,1 7,80 4° 


Evidentemente, a empresa convocou os candidatos A e B рага preencher as 
vagas. Inconformado com o resultado, o candidato C procurou o gerente da firma 
para se informar de como as médias tinham sido calculadas, já que póde verificar 
que nào se tratava de média aritmética, pois, se assim o fosse, sua média seria 8,15 
e não 8,22. Recebeu, então, como resposta, que o critério utilizado fora o da mé- 
dia ponderada. Baseado nesta informação, o candidato С requereu à Justiça a anu- 
lação do concurso, pois as médias não haviam sido calculadas corretamente. 


Qual о veredicto do juiz designado para о caso? 


2.6.2. Modelo Matemático 


Sejam ру, рз, рз € pa os respectivos pesos das disciplinas mencionadas acima. 


Tendo em vista que se trata de média ponderada, para os candidatos A, B, C 
e D têm-se as seguintes equações: 


_ 80pi t92p; +8,5p3 +9,3ра 


858 = 
ру tpi tps tpa 
828 = 8:101 + 7,7p2 %82рҙ t 82p, 
ў ру tpa +рз tpa 
(5): 
822 = 8921 t 7.3рэ +78рз +8,6ра 
ý Pi + pa tps +P4 
180 = 30P1*7,5p2+76p3+8,1p4 


Pı +p tpa tpa 
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010 formam o sistema linear homogêneo (S”) abaixo: 


—0,58p, %0,62р; — 0,08p3 +0,72p4 = 0 

(9 | 7 O21 058p? -008р; +0,38p4 = 0 
0,68p, — 092p; —0,42p3 +0,38p4 = 0 

02 pı- 0,3 p,-02 ps + 03 p, = 0 


253. Solução Numérica 


Para resolver o sistema (S°) é utilizada a eliminação de Gauss, cuja imple- 
muntação é feita através da sub-rotina Gauss с do programa principal descritos na 
ШІмессйо 2.2.2. 


Dados de entrada 


Ya 

— $58, 9.62, — 0.08, 0.72, 0., 

_ 0.18, — 0.58, — 0.08, 0.38, Ø., 
0108, — 0.92, — 0.42, 0.38, Ø., 
12, — 0,3, — 0.2, 0.3, 0., 


Os resultados obtidos são: 


VETOR SOLUCAO 


X = 0.00000E«00 
1 

X = 0.00000Е%00 
2 

X = O0.00000E«00 
3 

Ж = 0.00000E+00 
4 


0 VALOR DO DETERMINANTE Е’ -4.34800£-03 


02.6.4. Análise do Resultado 


O vetor solução do sistema (S") é [0 0 0 0/7, isto é, p; = pa = рз = pa = 0, 
0 que não satisfaz às equações do sistema S. Como o determinante é diferente de ze- 
10, pode-se afirmar que a solugáo de (S”) é única. 
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Certamente, o juiz dará ganho de causa ao candidato C, já que os pesos sáo 
todos nulos, demonstrando, assim, que o critério da média ponderada não foi apli- 
cado. 


2.7. EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


2.7.1. О método da pivotação parcial consiste na resolução de um sistema linear fazendo-se as 
eliminações do seguinte modo: segue-se a seqüéncia de eliminações como no método de Gauss 
(subsecção 2.2.1), cuidando de escolher em cada coluna o coeficiente de maior módulo. 


Resolver, pelo método da pivotação parcial, o sistema abaixo, retendo durante as eliminações 
е аз substituições retroativas cinco casas decimais: 


10234х| — 24567x, + 12345x4 = 66728 
50831x, + 1,2500x7 + 0.9878х3 6,5263 
-34598х| + 2,5122; - 1⁄2121xs = -11,2784 


2.7.2. Resolver pelo método de Gauss o seguinte sistema: 


2x, + 3x + dxs + Sx4 14 
Ax, + (6x + x3 + x4 i 
Dto mt xt x 5 
4x1 — 25) — 2x3 + i 


X4 


27.3. Ѕеја Ауу a matriz que se deseja inverter. 


Se A possui inversa Ху уу, então AX = I, onde 


1 0 0 
0 1 0 
1=|[0 0 0 
о 0 1 


Sejam ХО) ХО), xC as colunas de X. Para se achar a matriz inversa é necessário resolver п 
sistemas lineares, cuja matriz de coeficientes é a mesma, isto é, devem ser resolvidos os sistemas 
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Aplicar o método acima para achar a inversa da matriz 


23 q 
[4 4 -3 
E- 1 


(7,4. — Se o método da pivotação completa fosse usado para resolver um sistema linear, como 
la calculado o determinante da matriz de coeficientes do sistema dado? 


7.5. Calcular o determinante da matriz de coeficientes do sistema do exemplo 2.9. 


16. Calcular o determinante da matriz de coeficientes do sistema do exemplo 2.12. 


„7.7. Resolver pelo método de Gauss, retendo cinco decimais durante as eliminações e as 


mibstituições retroativas: 
x + 6x, + 2x3 + 44 8 
dx + 19x; + 4x3 + 15x4 25 
x; f 4х) + 8x3 + 02x, 18 
5х] + 33% + 9x3 + 3⁄4 = 72 


017.8. Verificar se o sistema do exercício 2.7.7 é mal condicionado. 


2/19. Оца о número de multiplicações e divisões na fase de eliminação do método de 
Jordan? E na fase de resolução do sistema diagonal? 


2710. Qual о número de multiplicações e divisões da fase de eliminação do método de 
Gauss? E da fase de substituições retroativas? 


| 


| 27.11. Сотратаго número de multiplicações e divisões nos exercícios 2.7.9 e 2.710 с 
Tesponda: qual о método de esforco computacional menor para п = 5, 10, 20, 30? 


(2742. Seja o diagrama de um circuito 


4 29 O 19 


100 V 


oy O AW @ Ww © 
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[2 
A corrente que flui do nó p para o nó q de uma rede elétrica é 17, =2—L tem 
(рд Lm 


ampères e R em ohms, onde Vp e Vg são voltagens nos nós p e q, respectivamente, с Rpg é à 
resistência no arco pq (LEI DE OHM). 


A soma das correntes que chegam a cada nó é nula (LEI DE KIRCHOFF); assim, as 
equações que relacionam as voltagens podem ser obtidas. 


No nó 1, tem-se a equação JA y +121 + Ja; = 0, ou seja, 


Vi + Va Ир + Ya - Vi =0 ou |= 4V, +2V7 + Va = -100 


a) Obter as equações dos nós 2, 3 e 4. 


b) Resolver, por qualquer método, o sistema linear formado pelas equações dos nós 1, 
2, 3 e 4,a fim de obter as voltagens em cada nó do circuito. 


2213. As transformações da 18е da 22etapas do exemplo 2.8 possuem a seguinte interpre- 
tação matricial: 
Na 18 etapa, as transformações são equivalentes à pré-multiplicação da matriz Bo pela 


matriz 


Due 0 
mp 

m o 1 
Então, Ву = Mobo. 


Mo = 


Na 23 etapa, as transformações são equivalentes à pré-multiplicação da matriz B pela 
matriz 


1 0 0 
м = to 1 0 
0 m 1 


Então, В; = M484 


Logo, В; = M,MoBo, onde Bo é a matriz aumentada do sistema dado c B; é а matriz triangu- 
lar aumentada transformada. 


Interpretar, matricialmente, a transformação de Bo da ordem a(n +1) em B 4. 


2.7.14. Resolver pelo método de Gauss-Seidel ou Jacobi com 
€ «10?e x9 = |ooo F: 
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хр - 4xj + x 


B — 2xj + х3 
Хү + 2 + 4x3 


2718. Resolver pelo método de Gauss-Seidel ou Jacobi com € < 10 e x = [o o o]: 


lü + 2x, + 6x4 = 28 
хі T dox, + 9x3 = 7 
2x, — Tx — 10x3 = -17 


2.7.16. — Resolver, por qualquer método, o sistema: 


-2x,t 3x, = 2 + Si 
(Dx, + ix, = -3 


27,17. Resolver, por qualquer método, o sistema: 


XQ +205 - ba = 1- 2i 
ix, + ху + 2з -2i 
Dix, - ік + xy = -1 + 2i 


2.77.18. Resolver, por qualquer método, o sistema: 


x + з= 1 + 5i 
(1 tix + (1 4+20Dx2 4i 
1749. Resolver pelo método de Gauss retendo, durante as eliminações e substituições ге- 


trontivas, quatro decimais; a seguir, usar refinamento para melhorar a solução: 


WX, + 30x + 9% + 11,054 = 164 
Mx, — 88x, + 115ху- 45x = -49,7 
93x — 840х; — 23,5х3 + 11,44 -808 
20) — 810x — 132хз + 21,5x = -106,30 


1720. — Resolver pelo método de Jordan: 


005х + 0,30x, + 0,12х3 = 0795 
01251 + Olê, + 024х3 = 0,600 
004ху + 0,13x, + 0,22х3 = 0710 
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2.7.21. — Verificar se o sistema abaixo é mal condicionado: 


3,8x, + 025x, + 128% + 00x, = 4,21 
225x, + 1,32%; + 5/08x3 + 049х = 6,97 
531x, + 678; + 098x3 + 104x4 = 2,38 
9,80x, + 245x, t 3,35x3 + 228х4 = 10,98 


2.7.22. Resolver pelo método de Gauss, retendo quatro decimais: 


14275) - 3948x, +10,383x3 = -32,793 
-2084x, + 6425х; - 0,083х3 = 36,672 
15459x, - 2495х; - 1412x3 = -6,557 


2.7.23. оу Resolver o sistema abaixo pelo método de Gauss-Seidel usando como aproximação 
inicial X = [ 0 0 0 |7 e como critérios de parada k = 10 ou € < 102 


хр + 6%) - x = 32 
бхр — xj- xs = 1133 
-xi — x - бхз = 42 


2.7.24. Ѕеја о sistema linear: 


3x, * 2x + 2х3 = 
4x, + x + 3х3 = 
i Rib = 


Após resolvé-o, pelo métod imai; 
A. р о de Jordan, retendo quatro decimais, obteve-se о seguin- 


X = [1,0001 1,9999 1]7 


Aplicar refinamentos sucessivos até que máx 1 <10% ouk = 3. 
і 


Capítulo 


quações Algébricas 
Transcendentes 


1. INTRODUÇÃO 


Em muitos problemas de Ciéncia e Engenharia há necessidade de se determi- 
um número & para o qual uma função f (x) seja zero, ou seja, /(&) = O. Este 
Número é chamado raiz da equação f (x) =0 ou zero da função f (x). 


As equações algébricas de 19 e 29graus, certas classes de 39e 49 graus e algu- 
mas equações transcendentes podem ter suas raízes computadas exatamente através 
de métodos analíticos, mas para polinômios de grau superior a quatro e para a 

ande maioria das equações transcendentes o problema só pode ser resolvido por 


todos que aproximam as soluções. 


Embora estes métodos não forneçam raízes exatas, elas podem ser calculadas 
m a exatidão que o problema requeira, desde que certas condições sobre f sejam 


Para se calcular uma raiz duas etapas devem ser seguidas: 


a) Isolar a raiz, ou seja, achar um intervalo [ a, b ], o menor possível, que conte- 
а uma е somente uma raiz da equação f (x) = O. 


b) Melhorar o valor da raiz aproximada, isto é, refiná-la até о grau de exatidão re- 
uerido. 
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3.2. ISOLAMENTO DE RAIZES 


Será visto, agora, um importante teorema da Álgebra para isolamento de 
raízes. 


Teorema 3.1: Se uma função contínua f(x) assume valores de sinais opostos 
nos pontos extremos do intervalo [ a, b ], isto é f(a) * f (p) < 0, então o intervalo 
conterá, no mínimo, uma raiz da equação f(x) = 0, em outras palavras haverá, no 
mínimo, um número & € (a, b) tal que f (&) = 0 (Figura 3.1). 


O leitor interessado na demonstração poderá encontrá-la em [ 20 |. 


y =) 


Figura 3.1. f(a) * f) <0 


A raiz & será definida e única se a derivada f(x) existir e preservar o sinal 
dentro do intervalo (a, b), isto é, se f(x) >0 (Figura 3.2) ou f(x) <0 para 
a<x<h 


Figura 3.2. f 6) >0 
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Devido às propriedades de cada tipo de equação (algébrica ou transcendente), 
0 isolamento de raízes de cada uma delas será visto separadamente. 


3.2.1. Equações Algébricas 


3.2.1.1. PROPRIEDADES GERAIS 


Seja uma equação algébrica de grau n (n > 1): 
PO) = ag? + ay x! + apax? +...+ =0 61 
onde os coeficientes a; são números reais е ay 7-0. 
Teorema 3.2 (Teorema fundamental da Álgebra): Uma equação algébrica de 
grau n tem exatamente n raízes, reais ou complexas, desde que cada raiz seja 


contada de acordo com sua multiplicidade. A demostração pode ser obtidaem[ 20 ]- 


Uma raiz & da equação (3.1) tem multiplicidade m se: 
P(6) = Р(&) = PE) =... =P" (E) = 0epm(8) +0 
^ ак») 
onde P/(&) = — > x=8j=1,2,...m 
Exemplo 3.1 


беја Р(х) = (x – 2)? (x1) 


= x4 — 53! + 6x? + 4х — 8 ІРО) = 0 
Р(х) = 4x? — 15x? + 12x +4 1РО) = 0 
Р”х) = 12x? — 30x + 12 nP"Q)y-0 
РО) = 24x – 30 “POLO 


então & = 2 é raiz de multiplicidade m = 3. 


Teorema 3.3: Se os coeficientes da equação algébrica (3.1) são reais, então 
à raízes complexas desta equação são complexos conjugados em pares, isto é, se 
&,— о + Bi é uma raiz de (3.1) de multiplicidade т, então o número&, = о- Bi 
também é uma raiz desta equação e tem a mesma multiplicidade m. 
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A demonstração pode ser vista em [20]. 


Exemplo 3.2 
Seja: 
PG) 2x? — 6x + 10 


stva m etii" ci 


&- 
2 2 Ngari 


Corolário 3.1: Uma equação algébrica de grau ímpar com coeficientes reais 
tem, no mínimo, uma raiz real. 


Exemplo 3.3 
Aproveitando o exemplo 3.2, seja: 


Р(х) = @2 — бх + 10) (х – 1) 
Р(х) = х? — 7х2 + 16x — 10 


As raízes são 


& =3+i 
& -3-i 
&=1 


32.1.2. VALOR NUMÉRICO DE UM POLINÔMIO 

Dado um polinômio Р(х), um problema que se coloca é о de calcular o valor 
de Р(х) para x = xo, ou seja, P (xo). Este problema aparece, por exemplo, quando 
se quer isolar uma raiz. 


Exemplo 3.4 


Dado Р(х) =x? — 3x + 1, então 
Р(3) = 32 -3:3+1=1 
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Para calcular Р(хо), sendo Р(х) dado pelo primeiro membro de (3.1), é 
necessário fazer л (n+ 1)/2 multiplicações e n adições. Então, se o grau n 
do polinômio for elevado (digamos п > 20), o cálculo de P (хо), além de se tornar 
muito laborioso, é, também, ineficiente em termos computacionais. 


Exemplo 3.5 


Avaliando 


Р(х) = 3x? + 2x% — 10х7 + 2х6 — 1535 — 3x* + 2x% — 161% + 3х – 5 
no ponto 2, tem-se: 


lI 


РО) = 3:29%2:28- 10:27+2:26 — 15-25 3:25 42-2? — 16-2? +3:2--5 
3:512%2-256-10:128%2:64-15:32-3:16%2:8-16:4%3:2-5 


- 921 


Número de operações requeridas: 
multiplicagdes = 2 el Diz 45 
adigdes = 9 


Seráo vistos, agora, dois métodos que tornam esta tarefa mais fácil e que 
necessitam somente de n multiplicações e п adições. 


A. Método de Briot-Ruffini 

Sejam os polinômios 
Р(х) = арх" tanto l+... tax tao 
OOS by x! T! + Бәй? +... + bx + b, 
Dividindo P (x) pelo binômio (x — c), obtém-se a igualdade: 
Р(х) = (— c) О(х) + r 


onde Q (x) é o polinómio quociente de grau n — 1 e r é uma constante (resto). 


0 resto da divisáo de Р(х) por (x — с) é o valor numérico de P (e): 
P(c) = (с-с) Qi) t r= ғ 


Ser = 0, então, c é uma raiz real de Р(х) = 0. 
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Dispositivo prático de Briot-Ruffini рага avaliar P (c): 1 E 16 -10 
bn = an 1 +1 -6 +10 
Bn-k=cbp+r1i-k tan-k d Sk <n) (32) 1 —6 10 0 Р()-0 
ой 


bna = ср tan- (ver exemplo 3.3) 
В. Método de Horner 
bn 2 = cbn-i t @п-› 

Р(х) = ап! tanto +... + a,x? + ax + ao 


= (an — + ano? +... t ах t di) x * ao 


= +4 = E 
bo = cb, + ao = ((axn—2 + ап 3 +... tax +ta)x+a 


Р(х) = ((... (апх + ар – x + 


i +a) x +a) x +a 
Esquematicamente: 2) 1) о 


п-1 
ап In ап – 2 ... 41 do 
c cbn +cbn— 1 3 cb, *cb, Exemplo 3.7 
bn bn-1 bn-a EM bi ъ= ғ Р) = 254 — 5х? — 2х2 + 4х — 8 
= (2х2 — 5x? – 2х + 4)х — 8 
Exemplo 3.6 = ((2x? — 5х — 2)х + 4)х – 8 


Р(х) = х5 — 12 + 16x — 10 Bp. «2-05-25 69x s 


003) = (2:3-5):3-2):3%4):3-8 


1 e 16 -10 
B) = 
2 +2 — 10 +12 к” 
| 
Е 2 PQ)=2 | 
1 5 $ ( Exemplo 3.8 
Ino = 3x? + 2x8 — 10x7 + 2х6 — 15x5 — 3x* + 23 — 16x? + 3x — 5 
1 -7 16 -10 (3xŠ + 2х7 — 10x6 +2х5 — 15x* — 3x? + 2x? — 16x +3)x — 5 
ga ES E ETE (3х7 + 2x$ — 10x5 + 2x* — 15x? — 3x? 42x — 16)x 4 3)x — 5 


^ Ға” (((3х5 + 2х5 — 10x* + 222 — 15x? — Зх + 2)х – 16)x +3)x — 5 
1 -10 46 -1 (3х5 +2x% — 10x? +2x? — 15x — 3)x + 2)x — 16x +3)x —5 
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(Эх + 2x3 — 10x? +2x — 15)x — 3)x + 2)x — 16)x +3)x —5 
(x? + 2x? — 10х + 2)х — 15)x - 3)x + 2)x — 16)х +3)x —5 
((((Gx? + 2x — 10)х + 2)x — 15)x — 3)x + 2)х — 16)x +3)x — 5 
(Эх + 2)х — 10)x + 2)x — 15)x — 3)х + 2)x — 16x + 3x — 5 
321 


lI 


РО) 


Número de operações requeridas: 
multiplicagdes = 9 
adigóes =9 


Com um pouco de prática o leitor conseguirá passar, facilmente, um polinó- 
mio da forma de poténcia para a forma de Horner: 


Р(х) = 2 + 38 — х? +5 
= (2х + 3)х-1)х+0)х+5 
Pq) = -x5 + 204 — 5х9 + 2x7 + Ax — 1 


І 


(ex + 2x- 5)x + 2)x + 4)x — 1 


3.2.1.3. 08 LIMITES DAS RAIZES REAIS 

Consideremos um polinómio P(x) tal que: 
Р(х) = anx! + ап Ax +... tax t ao 
сопа, £0 e a ER 


Será visto, a seguir, um teorema que permite delimitar as raízes da equação 


(3.1). 


Teorema 3.4 (Teorema de Lagrange): Sejam ап >0, ao 06 k (0<Sk<n— 1) 
o maior índice dos coeficientes negativos do polinômio P(x). Então, para o limite 
superior das raízes positivas da equação (3.1) pode-se tomar o número 


n-k, 
L=1 + B 
ап 


onde В é о máximo dos módulos dos coeficientes negativos do polinómio. O leitor 
interessado na demonstragáo poderá encontrá-la em [8]. 
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Assim, se &p é a maior das raízes positivas, então &p <L. Se os coeficientes 
de P(x) forem todos não negativos, então P(x) = O não terá raízes positivas. 


Exemplo 3.9 
Seja o polinômio: 


Қо) = x* -5x? — 7х2 + 29x + 30 
k-3 
В =|—7| 


о + 4 208 
1 


бй seja, a partir de x = 8 o polinômio não tem zeros. 


Sendo &,, &, бз,... & as raízes de Р(х) = 0, pode- inó 
"m ss n (x) , pode-se escrever o polinô- 


Р(х) = an (х — E) - &,)(х — 83)... (х ên) 


3 A fim de se estabelecer os outros limites das raízes, positivas e negativas, serão 
consideradas três equações auxiliares, ou seja: 


1) P,G@) = x! Paix) = 0 


ce ula e) 6-9] 


Pi) = PQ — 181) (1 — xê) (l — x83)...(1 — x&y) = 0 
| As raízes de P, (x) são: 
1/8, 1/85, 1/83,...,1/8n 


fondo 1/&p a maior das raízes positivas e L o limite superior das raízes positivas 
Р(х) = 0, então 


KL; ^ lp >1/L, 


seja, 1/L, é o limite inferior das raízes positivas de Р(х) = 0. 
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2) Р(х) = Р(—х) = 0 


Suas raízes são (ver exercício 3.12.1): 


= gy n 


Sendo — 64 (ба < 0) а maior das raízes positivas е L. o limite superior das raí- 
zes positivas de Р(х) = 0, então: 


-8, X1, © &q > -La 


ou seja, — L é o limite inferior das raízes negativas de P (x) = 0 


3) Ps (x) = xt P(- х) = 0 
Suas raízes são (ver exercício 3122) 
-1/8,, — 1/82, — 1/83, -o — 18, 


Sendo —1/&q (&q <0) a maior das raízes positivas e Lg o limite superior das raízes 
positivas de Ps (x) = 0, então: 


ES <L; 2 êq S-i 


ou seja, — 1/Lə é o limite superior das raízes negativas de Р(х) = 0 


Em vista disto, todas as raízes positivas & da equação (3.1), se existirem, 
satisfarão a desigualdade 


1/L, S& <L 


Do mesmo modo, todas as raízes negativas &— da equação (3.1), se houver 
alguma, satisfarão a desigualdade (ver Figura 3.3) 


-1,<87<-11, 


-L2 BU 1/L1 L 


q 


Figura 3.3. Limites das raízes reais. 
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Exemplo 3.10 
Seja a equação algébrica do exemplo 3.9: 
Р(х) =x* — 5x? — 7x2 + 29x + 30 = 0 
entáo 
Р, (х) = 30x% + 29x? — 7x? — 5x+1=0 


P, (x) = x* + Sx? — 7x? — 29x + 30 = 0 


Pa (x) = 30х% — 29x3 — 7х2 + Sx+1=0 


1 
33 
Ly = 1 + (7/30) = 148 >1/L, = 068 
1 
33 
L, = 1 + (29/1) = 6,39 — — L, = —639 
E 
4-3 
Із = 1 + (29/30) =197>-1/L; = —051 


L = 8 (Verexemplo 3.9) 


068 < &* «8 
639 < &- < -0,51 


Dispositivo Prático 
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Sendo L; o limite superior das raízes positivas das equações auxiliares e Lg os limi- 
tes superior e inferior das raízes positivas e negativas de Р(х) = 0. 


3.2.1.4. O NÚMERO DE RAIZES REAIS 


Na segáo anterior foi visto como delimitar as raízes reais de Р(х) = 0. Agora 
é necessário que se saiba quantas raízes existem nos intervalos. Os métodos que 
fornecem o número exato de raízes reais estão acima do nível deste texto, mas po- 
dem ser vistos em [ 8 ]; no entanto, serão vistos métodos que dão uma boa indica- 
ção sobre este número. 


Teorema 3.5 (Teorema de Bolzano): Seja P(x) = O uma equação algébrica 
com coeficientes reais e x Ela, b). 


Se P (a) * P (b) < 0, então existe um número ímpar de raízes reais (contan- 
do suas multiplicidades) no intervalo (а, b) (ver figura 3.4). 


Se P (а) * P (b) > 0, então existe um número par de raízes reais (contando 
suas multiplicidades) ou não existem raízes reais no intervalo (a, b) (ver figura 3.5). 


A demonstração pode ser vista em [14]. 


y =P) 


Figura 3.4. Р(а) * Pb) < 0 
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Figura 3.5. P(a) * P(b) > 0 


Regra de Sinais de Descartes 


O número de raízes reais positivas n* de uma equação algébrica é igual ao núme- 
ro de variações de sinais na sequência dos coeficientes, ou menor que este número 
por um inteiro par, sendo uma raiz de multiplicidade т contada como т raízes е 
não sendo contados os coeficientes iguais a zero. 


Corolário 3.2: Se os coeficientes de uma equação algébrica são diferentes de ze- 
то, então, o número de raízes reais negativas п (contando multiplicidades) é igual 
ao número de permanéncias de sinais na sequência dos seus coeficientes, ou é menor 
que este número por um inteiro par. 


A prova desta afirmativa segue diretamente da aplicação da regra de Descartes para 
o polinômio P (—x). 


Exemplo 3.11 


Seja a equação algébrica no exemplo 3.10: 


Р(х) = xt — 5х% — 7x? + 29x + 30 =0 
nt=2-2k >n!=20u0 
n =2-2k >n =20u0 


Sabendo-se que as raízes da equação do exemplo 3.10 são 


8, =—2, 8, =—1, ёз = 3e&, =S 
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pode-se observar que a previsão do número de raízes reais positivas e negativas, dada 
pela regra de Descartes (exemplo 3.11), e о intervalo onde elas se encontram, dado 
pelo teorema de Lagrange (exemplo 3.10), estão corretos. É muito importante no- 
tar que nt е n— não são, necessariamente, o número de raízes positivas e negati- 
vas, respectivamente (a menos que nº = loun = 1). Observe que a regra de 
Descartes menciona “ou é menor que este número por um inteiro par”. O exemplo 
abaixo esclarece melhor. 


Exemplo 3.12 
Seja a equação 


Р(х) = xš — 9x* + 7x? + 185x? — 792x + 1040 = 0 


nt = 4 – 2k, 
n —1 
As raízes sao: 


&, = 5,8, = & = 4, & = 3 — 2i eè & =3 + 2i 


Observem que n* = 2 e não 4, que é o número de variações de sinais dos coeficien- 
tes. Deve-se ter muito cuidado ao se aplicar a regra de Descartes. 


3.2.1.5. RELAÇÕES ENTRE RAIZES E COEFICIENTES (RELAÇÕES DE 
GIRARD) 


Escrevendo Р(х) = 0 na forma fatorada tem-se: 
Р(х) = ap(x EY @— &)G — ёз)... ёп) = 0 
Multiplicando-se 
PG) = аә” — ap (Èi + & + Es +...+ Ega 
+a (Ë, Ey + & ёз +...+& Ey + E, Es +...+ 8,180) хт 
—4n(€, 6, Es +...+€1 €, E, + 8858, +...+En2 En E A 
(1) an (Es 8, Es - En) = 0 
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Comparando o resultado com Р(х) = 0 na forma de potências: 
Р(х) = anx" +an-1x" 7! +an-2x" +...taxtag = 0 
в aplicando a condição de identidade das equações algébricas, tem-se: 


8, + & + а +... 


+ En = –ап-1/ап 


8,6, + &,&; +... + 8,8, + 6,6; +... +En-1 En = an-2fan 
8,88 +... + 888,+8 ёё +.. 


< + Ĝn-2 &n-1 En = —ап-з/ап 


Estas são as relações entre as raízes е os coeficientes de uma equação algébrica, ou 
relações de Girard. 


Exemplo 3.13 


Seja a equação do exemplo 3.3: 
Р(х) =x? — 7х2 + 16 — 10 = 0 


cujas raízes são: 


& =3+i 
& -3-i 
& =1 
Então: 


@+й+(з-й+1=7=-(—7)/1 
G*20-G-0*(8*2-1*«0-2-*1-16 = 16/1 
8*2-:8—0*12102-(C10)/1 


3.2.2. Equações Transcendentes 


Um estudo analítico do comportamento de equações transcendentes está aci- 
ma do nível deste texto devido à sua complexidade. 
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A determinação do número de raízes geralmente é quase impossível, pois 
algumas equações podem ter um número infinito de raízes. 


O método mais simples de se achar um intervalo que contenha só uma raiz, ou 
seja, isolar uma raiz, é o método gráfico. Antes de abordar este método será útil 
uma recordação do esboço de algumas funções importantes. 


3.2.2.1. ESBOÇOS DE FUNÇÕES Figura 3.9. У = log qx 


= x 


Figura 3.6. Y = sen x 


= < 


° 
I 
3 
E 


Figura 3.7. Y = cos x 


b —2,4,6,.. 


П 
I 
1 
I 
1 
| 
Í 
I 
I 
1 
I 
І 
1 
' 


Figura 3.8. Y = tg x 
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a0 a <o 


| х 


Figura 3.12. У =е@Х 


3.22.2. METODO GRÁFICO 
Uma raiz real de uma equação f(x) = O é um ponto onde a função fe») 
toca o eixo dos x (figura 3.1). 


Para se achar a raiz, basta que se faça um esboço da função f (x) e que se verifique 
em que ponto do eixo dos x a funçao se anula. 


Exemplo 3.14 
Seja f(x) = ех — sen x — 2 


4 
Ф 


y =f6) 
ц 


| 
Figura 3.13 


A função tem uma raiz & = 1,1. 


Uma outra maneira de se resolver o problema é substituir Ах) = O por uma 
equação g(x) — h(x) = O equivalente, ou seja, uma equação que tem as mesmas 
raízes de f(x) = 0. 


Ро) = 80) — hG@) 
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Fazendo os gráficos de y, = g(x)e y; = h(x), eles se interceptam em um 
ponto de abscissa x = xo (figura 3.14); neste ponto, 


8(%0) = h (xo) 
6, portanto, 
fGo) = бо) — h (zo) = 0 


Por isto, pode-se concluir que & = xo. 


> 
m 51749 
| 
| i = g@) 


"| хо E 


Figura 3.14, Método gráfico. 


Exemplo 3.15 
Seja a função do exemplo 3.14: 


ТО) = ех — sen x — 2 
Separando / (+) em duas funções, tem-se: 
КО) = e* 


h(x) =snx+2 


importante mencionar aqui que as raízes da equação f (x) = O não podem estar 
uito próximas e que o valor obtido graficamente deve ser usado apenas, como 
a aproximação inicial da raiz exata €. 


Os métodos de aproximação da raiz exata serão vistos adiante. 
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»1 50) 


yi = hn) 


Figura 3.15 


Seráo vistos, agora, dois exemplos que sintetizam o que foi abordado, até aqui. 


Exemplo 3.16 


Isolar todas as raízes da equação 
Р(х) 2x? — 2x? — 20x + 30 = 0 


a) Limite das raízes reais: 


Р(х) Руб) P0) Pa 60) 

30 1 -30 -1 
—20 E! = -2 

-2 -20 2 20 


060 < 8" < 21 
—648 < &^ < 0,79 
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b) Número de raízes reais: 


jt = 2 ou 0 


rtanto, existe uma raiz negativa no intervalo | —6,48; —0,79 | e, se existirem 
luas raízes positivas, elas estarão no intervalo [ 0,60; 21 ]. 


c) Esbogo da fungáo: 


A função pode ser esboçada apenas no domínio destes dois intervalos, pois fo- 
deles n&o há raízes. 


Р(х) 


8, Ne, а 


& =-43 
& 514 
& = 48 


ша 3.16 
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Exemplo 3.17 [/О)|>т >0 pra a<x<b 
Isolar todas as raízes da equagáo: Onde 
fG)-x —snx-l m= mn 170) | 
в(к) = х2; h) = son x + 1 a <x < 
Então 
x gG) һо) Ife)! 
-15 23 00 ES Hon, 
-10 10 02 
-05 03 0,5 
00 0,0 10 
05 03 15 Prova: 
10 10 18 
15 23 20 Aplicando o teorema do valor médio, tem-se: 
20 40 19 
Nen) — AE) = 6, — E) 700) 


“Onde 
Xy <с<<86-с6(а5 
Сото 


RE) = ое 170) |2 m, temse: 


Ken) -SEn mixel 


Portanto 
| МЕЛІ) 
lx -&1< — 
Figura 3.17 
Exemplo 3.18 
3.3. GRAU DE EXATIDAO DA RAIZ Sendo f (x) = x? — 8, delimitar o erro cometido com xn = 2,827 no inter- 
Evalo [2,3]. 
Depois de isolar a raiz no intervalo |а, b |, passa-se a calculá-la através de mé- 3 E 
: н mín 12х1= 4 
todos numéricos. Como será visto adiante, estes métodos devem fornecer uma se- 2&x «3 
qüéncia | ху | de aproximações, cujo limite é a raiz exata 6. 12827- & | < 0,008 _ 0.002 
s E = O 


Teorema 3.6: Seja & uma raiz isolada exata e x, uma raiz aproximada da 
equação f(x) = 0, com 6 e x, pertencentes ao intervalo [a,b е € = 2,27 + 0002 (V8 = 2,828...) 
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O cálculo de m é muitas vezes trabalhoso e difícil de ser feito. Por esta 1azáo, a to- 
leráncia 6 6, muitas vezes, avaliada por um dos trés critérios abaixo: 


7и) < € Critério 3.1 
Їх» -xni |< € Critério 3.2 
bx, = Xni | 


Critério 3.3 


Ізгі 


Em cada aproximação xn da raiz exata & usa-se um destes critérios e compara-se O 
resultado com a tolerância € prefixada. 


Observação: Se a raiz é da ordem da unidade (aproximadamente 1), devemos usar 
o critério 3.2 (teste de erro absoluto), caso contrário, usa-se o critério 3.3 (teste 
do erro relativo). Há casos em que a condição do critério 3.2 é satisfeita sem que о 
mesmo ocorra com o critério 3.1. 


Agora que já foi visto como se isolar uma raiz, pode-se passar para à segunda 
etapa deste capítulo. Os métodos que se seguem têm como objetivo o refinamento 
da raiz isolada. 


3.4. MÉTODO DA BISSEÇÃO 


34,1. Descrição 


Seja f(x) uma função contínua no intervalo |а, b] e f(a) > f(b) < 0. 


Dividindo o intervalo [a, b] ao meio, obtém-se xo (figura 3.18), havendo, 
pois, dois subintervalos, (a, xo]e (хо, b], a ser considerados. 


Se f(xo) = 0, então, & = Хо; caso contrário, а raiz estará no subintervalo 
onde a função tem sinais opostos nos pontos extremos, ou seja, se f(a) * f(xo) <0, 
então, & E (a, хо); senão Да) * Лхо) > бе & € (xo, b). 


O novo intervalo [a,, bi] que contém & é dividido ao meio е obtém-se o 
ponto xi. O processo se repete até que se obtenha uma aproximação para а raíz 
exata &, com a toleráncia € desejada. 
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8.4.2. Interpretação Geométrica 


у = fo) 


рога 3.18. Interpretação geométrica do método da bisseção. 


4,3, Convergência 


Em alguma etapa do processo tem-se ou a raiz exata € ou uma seqüéncia in- 
ita de intervalos encaixados 41, Б), 42, 55,. . ., ап, bn, ...., tal que 


Ға)“ fn) <0 п-1,2,3,... (3.3) 


mo. $ cada iteração o intervalo [ a, b ] é dividido ao meio, na n-ésima iteração o 
imprimento do intervalo será: 


bn — an = 


G4) 


A- xn- 1 = (ver exercício 3.123) 


qn+ 


de que 


= Xn-1 1<є 
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entáo 


b-a 


2n+1 Se 


ou 


m[@- €] 
mec Wed 


ou seja, para um dado intervalo |а, b] são necessárias, no mínimo, n iterações para 
se calcular a raiz & com toleráncia €. 


Visto que os pontos extremos inferiores а, 42, . . ., ап formam uma seqüén- 
cia monótona não-descrescente limitada e os pontos extremos superiores by, bz, . 
bn formam uma sequência monótona não-crescente limitada, então, por (3.4) exis- 
te um limite comum. 


lim ар = limbn = & 
noo п o° 


Passando ao limite na desigualdade (3.3) com n — e° tem-se, em virtude da 
continuidade da função f(x), que [ Д&) Ë < 0, de onde (E) = 0, o que significa 
que & é uma raiz da equação f(x) = 0. 


Nos exemplos abaixo, a toleráncia € é avaliada usando-se o critério 3.2. 


Exemplo 3.19 
Calcular a raiz positiva da equação f(x) = x? — 3 com € < 0,01. 


Isolando-se a raiz, tem-se que & € (1,2) e que 


Ха) =f1)=-2<0 
fe)-fQ)- 120 


Logo: 

N AN BN XN Fo E 

0 4.00000 2.00000 1.50000  -,7%000 

4 4.50000 2.00000 1.75000 -06250 -25000 
2 4.50000 1.75000 1.62500 5 «12500 
з 4.62500 1.75000 1.68790 „06250 
4 4.68750 1.75000 1.718759 -.04590 .03125 
5 4.271975 1.75000 1.73437 .00806 -01563 
& 1.71875 1.73437 1.72656 -.01898 .00781 
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Araizé € = x, = 1,72656 


| Exemplo 3.20 


| 
Calcular a raiz da equação f(x) = x? + Inx com € < 0,01. 


Fazendo o gráfico da equação verifica-se que & E (0,5; 1,0) c que 


ПТ) = /(0,5) = — 044315 < 0 
70) = 70,0) = 100000 > 0 


Logo: 
OM 
N AN вм XN FAN E 
0 .5о000 1.00000 «75000  .27482 
1 -50000 «75000 «62500 .07938 - 12500 
2 .62500 -75000 . 68750 109796 06250 
 .62500 168750 00945 03125 
4 .62500 65625 03491 04563 
5 +64063 68609 .64844 — -.01272 .00781 
E. 


Calcular a raiz da equação f(x) = x? — 10com€ < 0,1. 


Sabendo-se que ё € (2, 3) e que 


(a) = 70) = -2 «0 
(b = f@)= 17>0 


т-ве: 


АН BN XN FON) 
2.00000 3.00000 2.50000 5.62500 

2.00000 2.50000 2.25000 1.39062 . 25000 
2.00000 2.25000 2.12500 -.40430 12500 
2.12500 2.25000 2.187950 «46753 „06250 


Е 


s= o= 


É xs = 2,18750 
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Observação: O método da bisseção deve ser usado apenas para diminuir o intervalo 
que contém a raiz para posterior aplicação de outro método, pois o esforço com- 
putacional cresce demasiadamente quando se aumenta a exatidão com que se quer 
araiz. 


3.4.4. Exercícios de Fixação 


Calcular pelo menos uma raiz real das equações abaixo, com € < 10 7, usando o méto- 
do da bisseção. 


3441 fœ) =x? - 6х2 — х +30 = 0 
3442 Го) = x + logx = 0 

3443 f(x)-3x - cosx = 0 

3444 fx) = x + 2cosx = 0 


3.5. MÉTODO DAS CORDAS 
3.5.1. Descrição 


Seja f(x) uma função contínua que tenha derivada segunda com sinal cons- 
tante no intervalo [a, b], sendo que f(a) * f(b} < 0 e que existe somente um nú- 
mero € Ela, b | tal que f (&) = 0. 


No método das cordas, ao invés de se dividir o intervalo [a, b] ao meio, ele 
é dividido em partes proporcionais à razão — f (a) / f (b) (figura 3.19), ou seja: 


- fa) 
-f() + f(b) 


a 
Isto conduz a um valor aproximado da raiz, 


x =athy 


dede) E 3.5) 
75-7599 ‹ 


Ao se aplicar este procedimento ao novo intervalo que contém & ([ а, x ] ou 
[x i, b 1), obtém-se uma nova aproximação x da raiz. 
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15.2. Interpretação Geométrica 

O método das cordas equivale a substituir a curva y = f(x) por uma corda 
que passa através dos pontos Ala, f (a)] e В [b, f(b)]. Quatro situações são pos- 
Níveis: 


(figura 3.19) 


5 fla) <0 e f(b) 20 : CasoI 
"Od | Га) >0 e f(b «0 : Caso I (figura 3.20) 
, Қа <0 e f(b) >0 : Caso (figura 3.21) 
OSO ) ау >0е f@) «0: Caso IV (figura 3.22) 
2 
10) 
0 x 
Ja) 
Figura 3.19. Caso 1. 
у 
1) р 
| 
9 ac 
[ro 


| 
[ш 3.20. Caso П. 
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4 
> 
fe) 
a 
D | 
| 
| 
fu + A 


Figura 3.21. Caso Ш. 


fb) 


Figura 3.22. Caso IV. 
Caso I 


Pela figura 3.19 vê-se que 


FO — Кө) _ 0-16) 


b- xo X4 — Xo 
Wick Q рд 
= fo) Ho) - f(b) 
RCM E 


ШГТЕПО) 
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Por indução, 
Fn) 


ЕСЕП) 
n = 0,1,2,... 


Xp + 1= xp Gn — b) (3.6) 


Caso IL 
Pela figura 3.20 vé-se que 


Мба) -fe _ 0- fo) 


Xo — 4 id Xo — X1 


Xi Xo _ Xo -a 


fe) Го) -fe 


Fo) 


nre Sao - f@ 


Go - a) 


Тог indução, 


Xp + а= x nos ja - a) (3.7) 
^ fen-fe f 


n=0,1,2,... 


Caso III 
Mola figura 3.21 vê-se que 
f(x - Ға) /0о)-0 


0-4 Xo — Xi 


X. [C xo _ Хо0-а 
) G) 7 Fe- rO 
М-,- - С (6-0 
Го - РО) 
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Por indução, 
HCO Fig) = f) En — 9 68) 
n = 0,1,2, 
Caso IV 
Pela figura 3.22 vé-se que 
fGo) - 10) = _f@o)— 
b — хо XQ — Xo 
Eid Жыры) B E Xo — b 
fo) Го) - Г) 
F (xo) 
= ху - —— -b 
AA 9 
Por indução, 
2. fem) 
Xnl7 Xn feo FO FO (xa = b) (39) 
n = 0,1,2, 


3.5.3. Equagáo Geral 


Observando as figuras 3.19, 3.20, 3.21 e 3.22 e as equações (3.6), (3.7), 
(3.8) е (3.9) conclui-se que: 


a) O ponto fixado (а ou b) é aquele no qual o sinal da função f (x) coincide 
com o sinal da sua derivada f(x). 


Ъ) A aproximação sucessiva xy se faz do lado da raiz €, onde о sinal da fun- 
ção f (x) é oposto ao sinal de sua derivada segunda f(x). 


Com base no que foi exposto, tem-se a equação geral para o cálculo de raiz de 
equação pelo método das cordas: 
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f (xn) 
Ха = Ya —— Unc c) 3.10 
m CIR yq. n i 
п = 0,1,2,... 
fondo с о ponto extremo do intervalo |а, b | onde a função apresenta o mesmo si- 
nal de /”(х), ou seja, 
fc) * f”) > 0. 


8.5.4. Convergência 


A aproximação xy +1 está mais próxima da raiz € que a anterior х. Supondo 


П= х, (a <8 <b) 


n—o0 


este limite existe, pois a sequência {х | é limitada e monótona. 
| 


Passando ao limite na equação (3.10) 


Іш Хп+1 = lim Xn — lim fes) Gn ө с) 
P pm" ques Роа) = He) 
| 


M= 20 — 


E-c 238) =0 
аа 


ll que a equação f (х) = 0 tem somente uma raiz & no intervalo Га, b ], tem-se que 


= 6. 


los exemplos abaixo, a tolerância € é avaliada usando o critério 3.2: 


тріо 3.22 


Calcular a raiz da equação f(x) = ех — sen x -2 come < 10 5. 


Esta equação tem uma raiz em | 1,0; 1,2 ] (Ver exemplo 3.14): 
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РО) = + se x >0 Vx €[10,12] 
f(,0) = -0,12319 <0] c = 12 poisf(1,2) * f/"(12) > 0 
fG.2) = 038808 >0 | xo = 1,0 

N XN E 

O 1.00000 

£ 1.04819 -.04819 

2 1.09349 КОТ ‚00530 

3 4205406 -.00016  -.00057 

á 4.05412 “00002 -.00006 

S 4.05413 — -.00000 — -.00001 
Logo, 


& = xs = 1,05413 


Exemplo 3.23 
Calcular uma raiz da equação f(x) = 2x? + senx — 10 соте < 1072. 
Fazendo um esboço da função, vése ше 8 € |т/2,т1: 
FU) =4-snx>0Yx€E [1/2,7] 


убт) = -4,06520 «0 с = т poisf(m + fm) 20 


ғә 9739001 20 хол т/2 

н XN F(XN) E 

9 1.57080 4.06518 

4 2.03337 -.83587 

2 12097 -.45054 

3 2.13651 -.02648 

а 2.13923 7.00464 О! 

5 2.13971 -.00081 -.00048 
Logo, 


& = xs = 2,3971 


Exemplo 3.24 


Calcular um zero do polinómiof(x) = x? — 4x? + x +6 com 


е < 1077. 
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iplicando o teorema de Lagrange e fazendo um esboço da função. consta: 
ta-se que existe uma 6 € [14:22 ]: 


Шо) =w - 8 20 V < € [14,22] 


70,4) = 2,30400 >0 € = 1 poisf(14) * /”14) > 0 
|702) = -0,51200 «0 Xo7 22 

N XN ЕМ Е 

0 2.20000 7.51200 

1 2.05455 15752 -14545 

R 2.01266 7.03765 -04189 

3 2.00281 7.00841 .00985 
| Logo, 

B = xs = 2,00281 


| 


3.5.5. Exercícios de Fixação 


Calcular pelo menos uma raiz real das equações abaixo, com € < 10 3, usando o méto- 
00 das cordas. 

151 fœ) =x – 0х - 5 =0 

1952 10) =x* — ex +3 =0 

$53 fœ) =2x3 +x? -2 =0 

1,54 уо) =senx - nx =0 


,6. MÉTODO PEGASO 
(6.1. Introdução 


O método das cordas pode ser alterado de maneira a ter uma maior conver- 
сіз; o método da regula falsi € um exemplo disto. Este, também, sofreu altera- 
los para acelerar a convergência, resultando métodos como o de Illinois [10 Je o 


gaso. 


A origem do nome Pégaso é devida à utilização deste método em um com- 
(йог Pégaso, sendo seu autor desconhecido. 


Será vista nesta seção uma breve descrição do método, porém, maiores de- 
Il, como convergência, podem ser encontrados em [ 11 |. 
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3.6.2. Descrição 


Seja f (x) uma fungáo contínua no intervalo [ хо, x4 le Гео) 2 fo) 50; 
Como existe uma raiz neste intervalo (teorema 3.1), as sucessivas aproximaçBes 


і ó éncia abaixo: 
ху, хз, ха,... desta raiz podem ser obtidas pela fórmula de recorréi 


Гб) ба And „=з. 610) 


он) — fe) 


хп®ї= Xp — 


onde as aproximações da iteração seguinte são escolhidas do seguinte modo: 


[xni f (m1) ] é trocado por 


[xa fGx,) 1 


se f (a+) ` f (x) < О, então 


5 ã EU 4) ] é trocado por 
se f, 44) * f (x,) > 0, então THp = Ға Go + Гб) 


Em ambos os casos, [ xy, f (Xp) ] é trocado por [xn f egi) ] е esta escolha 
garante que os valores da função usados a cada iteração tenham sempre sinais 


opostos. 


i é é é i lor f(xn-1) por um fator 
A filosofia do método Pégaso é reduzir o val 2 
fal п) + оп + 1) de modo a evitar a retenção de um ponto, como opens 
[c, KOl no método das cordas, е com isto obter um método de convergência 


rápida. 
3.6.3. Implementação do Método Pégaso 
Seguem, abaixo, a implementação do método pela sub-rotina РЁСА$О, а 


função requerida por ela e um exemplo de programa para usá-la. 


3.6.3.1. SUB-ROTINA PÉGASO 


SUBROTINA PEGASO 


BJETIVO = 
ў CALCULO DE RAIZ DE EQUAÇÃO 


METODO ғ 
METODO PEGASO 


6000000000 


Equações Algébricas e Transcendentes 119 


REFERENCIA 1 
Dowell,M. 4 Jarratt,P. The ~ PEGASUS ” method 
for computing the root of an equation, 
BIT 12 1 503-508 (1972) 


uso 1 
CALL PEGASO(FUNCAO, ITEMAX, ITER,TOLER,X,XA,XB) 


PARAMETROS DE ENTRADA E 
FUNCAO 1 ESPECIFICACAO DA FUNCAO 
ITEMAX ? NUMERO MAXIMO DE ITERACOES 
TOLER : TOLERANCIA DA RAIZ 
ха LIMITE INFERIOR DO INTERVALO 
xB t LIMITE SUPERIOR DO INTERVALO 


PARAMETROS DE SAIDA 2 


ITER : NUMERO DE ITERACOES GASTAS 
x * RAIZ DA EQUACAO 


FUNCAO EXTERNA REQUERIDA : 
FUNCAO 1 ESPECIFICACAO DA FUNCAO 


FUNCAO INTRINSECA REQUERIDA : 
ABS * VALOR ABSOLUTO 


SUBROUTINE PEGASO(FUNCAO, ITEMAX, ITER , TOLER, X, XA, XB) 
INTEGER ITEMAX,ITER 

REAL A,B,DIF,FA,FB,FUNCAO,FX,TOLER, TOLER2, X, XA, XB. 
LOGICAL Lí,L2,L3,L4 


MRITE(G, 13) 


13 FORMAT(1HO,1iX,38HCALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO, 


6 7H PEGASO, /12X, 4HN, 9X , 2НХМ, 14X, SHF (XND ,7X, 
H SOHTOLERANCIA) 

ITER=0 

TOLER2-TOLER«x2 

A=XA 

B=XB 

FA=FUNCAO (A) 

FB=FUNCAO(B) 

X=B 

ÚRITE(3,23) ITER,X,FB 


FORMAT(10X,13,4X,F10.5,2(5X, 4PE10.3)) 
CONTINUE 

DIF=FBx*(B-A)/(FB-FA) 

X=X-DIF 


FX=FUNCAO (X) 
IFCFX4FB.GE.0.0) GO TO 40 
A=B 
FA=FB 
60 TO 50 
CONTINUE 
FASFAXFB/(FB+FX) 
CONTINUE 
B=X 
FB=FX 
ITER=ITER+4 
MRITE(3,23) ITER,X,FX,DIF 
L1-ABS(DIF).BT.TOLER 
L2-ITER.LT.ITEMAX 
LG-ABS(FA).GT.TOLER2 
LA=ABS(FB).GT. TOLERZ 
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QUANDO PELO MENOS UMA DAS EXPRESSÕES LOGICAS ACIMA 
FOR FALSA O CICLO TERMINARA” 


ооо 


IF(LL.AND.L2.AND.L3.AND.L4) 60 TO 30 
IF(L2) BO TO 60 
URITE(3,53) ІТЕМАХ 
sa FORMAT(ÍHO,SX, 2SHERRO = NAO CONVERGIU COM ‚1З, 
в 10H ITERACOES) 
60 CONTINUE 
RETURN 
END 


3.6.3.2 FUNCÁO FUNCAO 


с 
с FOO 
c 


REAL FUNCTION FUNCAO(X) 

REAL X 

FUNCAO= “ escreva a forma analitic 
RETURN 

END 


de F(x) “ 


3.6.3.3 PROGRAMA PRINCIPAL 


с 
с PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA PEGASO 
с 

INTEGER ITEMAX, ITER 

REAL A,B,FUNCAO, RAIZ, TOLER 

EXTERNAL FUNCAO 

READ(1,11) А,В, TOLER, ITEMAX 

11 FORMAT(3F10.0,12) 

с ^ 3 LIMITE INFERIOR DO INTERVALO 
с в * LIMITE SUPERIOR DO INTERVALO 
с TOLER : TOLERÂNCIA DA RAIZ 
с ITEMAX : NUMERO MAXIMO DE ITERACOES 
с 

CALL PEGASO(FUNCAO, ITEMAX, ITER, TOLER,RAIZ,A,B) 
c 

MRITE(3,13) RAIZ,ITER 

13 FORMAT(ÍHO, 11X, 19HRAIZ DA EQUACAO = ,F10.5,//12X, 

в 19HITERACOES GASTAS = ,I4) 

CALL EXIT 

END 
Exemplo 3.25 


Calcular uma raiz de f(x) = 5 - хех = 0, com e < 107. 


Fazendo um esboço da equação, vê-se ше 8 € [1,2]. 


a) Dados de entrada 
1.0, 2.0, 0.00001, 10 
b) Função FUNCAO 
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Para resolver este exemplo usando o programa acima, devem ser fornecidos 


FOO 


REAL FUNCTION FUNCAO(X) 
REAL X 

ҒИМСАОж5.0-ХжЕХР (X) 
RETURN 

END 


Os resultados obtidos foram: 


XN FOOD 
2.00000 -9.778E«00 
1.18920 1.094E+00 
1.27079 4.743E-01 
1.31784 7.744E-02 
1.32672 4.387E-05 
1.32672 0.000E«00 
AIZ DA EGUACAO .- 1.32672 


TERACOES GASTAS = 5 


IALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO PEGASO 


TOLERANCIA 


8.108E-01 
-8.159Е-02 
-4.704E-02 
-8.883E-03 
-5.035Е-06 


етіріо 3.26 


< 107 (ver exemplo 3.16). 


Achar a raiz negativa de f(x) = 


= 2x? — 20x + 30 = 0, com 


Mesmo usando o intervalo original | —6,48; —0,79 ], a convergência é rápi- 


XN F(XN) 

-.79000 4.408Е%01 
-1.83223 5.378E«01 
-3.58928 2.978E+Dí 
-4.58188 -4.654Е+01 
-4.22744 3.257E+00 
-4.28575 2.607E-01 
-4.29070 1.373E-03 
-4.29073 -5.722E-06 
-4.29073 -5.722E-06 


ALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO PEGASO 


TOLERANCIA 


1.042E+00 
1.757E+00 
9.926E-04 
-3.544E-01 
5.831E-02 
4.956E-03 
2.625E-05 
-i.088E-0? 
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Logo, 
& = xs = —,29073 


Exemplo 3.27 
Calcular uma raiz de f(x) = (x — 3} — e — 55 = 0,com e «105. 


Deve-se observar a convergéncia, ainda que usando um intervalo grande 
como [ 0, 20 ]. 


CALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO PEGASO 
XN 


N РОХ) TOLERANCIA 
0 

1 1.665E+01 
2 -3.146E+00 
3 

4 

5 

$ -7.782E-04 

7 10.41620 0.000E+00 -5.246E-05 
Logo, 


& =x, = 1041620 


3.6.4. Exercícios de Fixação 


Calcular pelo menos uma raiz real das equações abaixo, € < 10 ^, usando o método 
Pégaso. 
3641 рб) = 008 + _3=0 
3642 ГО) = 0х – &)* +2 =0 
3643 ГО) =21n( — cosx) — 34% +S snx = 0 
3644 ГО) = х3 s) + x +3 =0 


3.7. MÉTODO DE NEWTON 
3.7.1. Descrigáo 


Seja f (x) uma função contínua no intervalo [ а, b | e & o seu único zero 
neste intervalo; as derivadas f (x) (f (x) + 0) e f(x) devem também ser contínuas, 
Encontra-se uma aproximação xj para a raiz € e é feita uma expansão em série de 
Taylor para f(x) = 0: 
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Ро) = fG@,) + Fin) в ха) 
Тоты) =0 = Cm) + ба) Оты - Xn) 


а = Xati — Хи 
жн = am = L 612) 
п =0,1,2, 


72. Interpretação Geométrica 


O método de Newton é equivalente a substituir um pequeno arco da curva 
ў = f(x) por uma reta tangente, traçada a partir de um ponto da curva (figura 
3). 


Como no método das cordas, quatro situações são possíveis: 


(figura 3.19) 


Pe) >o Ро) >0 : Caol 
] (figura 3.20) 


Ро) <0 : Своп 


(figura 3.21) 


Го) «o ) f) 20 : Саош 
(figura 3.22) 


Р) <0 : Caso IV 


A equagáo do método de Newton será deduzida a partir do Caso 1, em- 
lora todos os casos forneçam a mesma equação. 


3.23, Interpretação geométrica do método de Newton. 
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A fim de se obter uma melhor aproximação x, da raiz &, traga-se, a partir do 
ponto Bo [ xo, f (xo) ] uma reta tangente à curva y = f (е), que intercepta o eixo 
dos x no ponto хі. Do ponto B, [ xy, f (x1) ] traga-se outra reta tangente à curva 
que corta o eixo dos x no ponto хз, sendo este ponto uma melhor aproximação da 
raiz. O processo se repete até que se encontre & = xy com a tolerância requerida. 


Geometricamente: 


= LO) gw 
жа = уда) 


= _f(xo) 

Xj cum 
S гео) 
=, бо) 
он. fo) 


_ „= dfe) 
momen ru 
зе FG) 
Pe) 
Por indução, 
ES fex) = 
хаш Xy 199 n=0,1,2,... 3.13 
Ere ta) M 


3.7.3. Escolha de хо 


Pela figura 3.23 vé-se que tragando a tangente a partir do ponto А [ xo 
f (xo) ] pode-se encontrar um ропіохі € [a b |е o método de Newton pode não 
convergir. Por outro lado, escolhendo-se b = xo o processo convergirá. 
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É condição suficiente para a convergência do método de Newton que: 
То) e f”) sejam não nulas e preservem o sinal em (a, b) e xo seja tal que 
Гоо) * £"6:9) 20. 

3.7.4. Convergência 

Sendo 


=ах„ G <&%<b 


n> oo 


este limite existe, pois a sequência {ха} é limitada e monótona. Passando ao limi- 
lo а equação, tem-se que 


lim xp+1 = lim xy — lim f(x) 
qoe no поо 


Рап) 
R-E - SO 
d f) 
J(&) = 0 
Já que a função f (x) tem somente um zero no intervalo [ а, b |, conclui-se 
que: 
1-6 


3.7.5. Implementação do Método de Newton 


Seguem, abaixo, a implementação do método pela sub-rotina NEWTON, as 
funções requeridas por ela e um exemplo de programa para usá-la. 


SUB-ROTINA NEWTON 


SUBROTINA NEWTON 


OBJETIVO 2 
CALCULO DE RAIZ DE EQUACAO 
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aO00060000006000000000000000 


a 


anaa 


METODO UTILIZADO + 
METODO DE NEWTON 


uso : 
CALL NEWTONCDERFUN, FUNCAO, ITEMAX, ITER, TOLER,X,XD) 


PARAMETROS DE ENTRADA : 
DERFUN 1 ESPECIFICACAO DA DERIVADA DA FUNCAO 
FUNCAO : ESPECIFICACAO DA FUNCAO 
ITEMAX : NUMERO MAXIMO DE ITERACOES 
TOLER = TOLERANCIA DA RAIZ 
xo а APROXIMACAO INICIAL DA RAIZ 


PARAMETROS DE SAIDA : 
ITER 3 NUMERO DE ITERACOES GASTAS 
x з RAIZ DA EQUACAO 


FUNCOES EXTERNAS REQUERIDAS ғ 
DERFUN : ESPECIFICACAO DA DERIVADA DA FUNCAO 
FUNCAO : ESPECIFICACAO DA FUNCAO 


FUNCAO INTRINSECA REQUERIDA 2 
ABS : VALOR ABSOLUTO 


SUBROUTINE NEWTON(DERFUN, FUNCAO, ITEMAX, ITER , TOLER , X, XO? 


INTEGER ITEMAX, ITER 

REAL DERFUN,DFX,DIF ,FUNCAO, FX, TOLER , X, XO 
LOGICAL DIVZER,L1,L2,L3 

DATA DIVZER/.FALSE./ 


URITE(3, 13) 
43 FORMAT(ÍHO, 10X, 38HCALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO, 
6 10H DE NEWTON, /12X, 4HN, 1OX, 2HXN, 14X, SHF (XN) ,7X, 
H AOHTOLERANCIA) 
ITER=0 
X=x0 
FX=FUNCA0(X) 
DFX=DERFUN(X) 
WRITEC3,23) ITER,X,FX 
23 FORMAT(10X,I3,5X,F40.5,2(5X,4PE10.3)) 
30 CONTINUE 
IF(ABS(DFX).LT.1.0E-5) 00 TO 40 
DIF=FX/DFX 
X=X-DIF 
FX=FUNCAO (X) 
DFX=DERFUN (X) 
ITER=ITER+1 
WRITE(3,23) ITER,X,FX,DIF 
80 TO 50 
40 CONTINUE 
DIVZER=, TRUE. 
so CONTINUE 
Li=ABS(DIF).GT.TOLER 
L2=ITER «LT. ITEMAX 
L3=. NOT .DIVZER 


QUANDO PELO MENOS UMA DAS EXPRESSÕES LOBICAS ACIMA 
FOR FALSA O CICLO TERMINARA” 


IF(Li.AND.L2.AND.L3) GO TO 30 
1F(L2) GO TO 40 
URITE(3,53) ITEMAX 
5з FORMAT(IHO,5X,25HERRO : NAO CONVERBIU СОМ ‚13, 
[ 40H ITERACOES) 


Equações Algébricas e Transcendentes 127 


60 CONTINUE 
IF(L3) 60 TO 70 
ЫКІТЕСЭ, 63) 
63 FORMATC(ÍHO,5X, 26HERRO : ABS(F'OO) ‹ £.0E-5) 
70 CONTINUE 
RETURN 
END 


| 3.7.5.2. FUNÇÕES FUNCAO E DERFUN 


| JE 
o 
(Я FOO 
c 
REAL FUNCTION FUNCAO(X) 
REAL X 
FUNCAO= ^ escreva a forma analitica de fGO ^ 
RETURN 
END 
5 
5 F'OO 
b 
REAL FUNCTION DERFUN(X) 
REAL X 
DERFUN= “ escreva a forma analitica de #' О) ^ 
RETURN 
END 
ЕЕ 


A 7.5.3. PROGRAMA PRINCIPAL 


в 
А PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA NEWTON 


INTEGER ITEMAX, ITER 
REAL DERFUN,FUNCAO, RAIZ, TOLER, XO 
EXTERNAL DERFUN,FUNCAO 
READ(1, 11) XO,TOLER , ITEMAX 
11 FORMAT(2F10.0,12) 
хо 1 APROXIMACAO INICIAL DA RAIZ 
TOLER 1 TOLERANCIA DA RAIZ 
ITEMAX 1 NUMERO MAXIMO DE ITERACOES 


CALL NEWTONCDERFUN,FUNCAO,ITEMAX, ITER, TOLER, RAIZ, XD) 


WRITE(3,13) RAIZ, LTER 
19 FORMATCÍHO, 11X, L9HRAIZ DA EQUACAO = ,F10.5,//12X, 
в A9HITERACOES GASTAS = ,14) 
CALL EXIT 
END 


Nos dois primeiros exemplos dados a seguir, os resultados foram obtidos 
jundo-se o programa Newton, com tolerância є, avaliada pelo critério 3.2. 
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Exemplo 3.28 
Achar a raiz de f(x) = 2x? + ах — 5 = 0, сот є < 107. 
Fazendo um esboço da equação vê-se ше & E [1,2]: 


ГО) =6 + lx 
ҒА =1x- 12 >0 V x € [1,2] 


РО) = 30000 «0l, = 2 pos fQ) + P" 
70) =11⁄9315 5% 2 pos fO) - PO) 20 


Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 


a) Dados de entrada 
2.0, 0.0000001, 10 


b) Funções FUNCAO е DERFUN 


F(X) 


ооо 


REAL FUNCTION FUNCAO(X) 
REAL X 
FUNCAO=2.0XX**3+AL0G (X)-5.0 
RETURN 

END 


F'(X) 


ооо 


REAL FUNCTION DERFUN(X) 
REAL X 

DERFUN=6, DXXXx2*í. 0/X 
RETURN 

END 


Os resultados obtidos foram: 


CALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO DE NEWTON 
XN 


N FOND TOLERANCIA 
o 2.00000 1.169E+01 

* 1.52273 2.482Е%00 4.773E-01 
2 1.35237 2.485E-01 04Е-01 
3 1.33115 Э.510Е-03 22Е-02 
а 1.33084 4.768E-07 'B4E-04 
5 1.33084 4.7 68E-07 4.191E-08 


RAIZ DA EQUACAO = 1.33084 
ITERACOES GASTAS = S 
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Exemplo 3.29 


Calcular a raiz negativa def (x) = x? — 5x? + x + 3,come < 105. 


Aplicando o teorema de Lagrange, nota-se que & € [ —2,44; — 0,38 |. 


f) = 3х2 — 10x + 1 
Г) =6x - 10 <0 ¥ x < 5/3 
оз) = E nas 55 Xo = -2,44 ров f (2,44) * f'(-244) > 0 


DALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO DE NEWTON 
N XN FOND TOLERANCIA 
-2.44000 -4.373Е+01 
-1.42904 -1.156E+01 -041Е+00 


-2.548E+00 -397Е-04 

-3.218Е-04 

-8.558E-03 

-6.676E-05 -9.812E-04 
0.000E«00 -7.666E-07 


= xç = —0,64575 


тріо 3.30 
Calcular/a (a > 0) paraa = 5, a = 168164 = 805,55, come < 107%, 
Fazendox = ,/a tem-se que: 

()=* а 


о problema recai no cálculo da raiz desta equação. 


tão, 
3 f Gn) 
РИН 

Inti "s PQ) 
E х2 -a 
Bo 7x 
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Este método de cálculo da raiz quadrada é chamado processo de Hero. Pode- 
-зе mostrar que se xo > 0 o processo converge, mas deve-se tomar cuidado na es- 
colha de xo. Existem várias maneiras de se escolher xo e uma delas é a seguinte. 
Escreve-se a na forma 


a =m e 1024 


onde m é a mantissa na forma normalizada (0 < т < 1) е 2p+q é o expoente, 
sendo q iguala О ou 1. 


Então, 


VE= fi ут 


Usando um ajuste hiperbólico param, tem-se a primeira aproximagáo para 


Ж ET _ 129 ` 
0,34 + 


10? • 3,164 


E, a seguir, calculam-se as raízes: 


Para «=з 
а=05*10! 7 m = 0,5, р =0eq = 1 
n Xn € 
0 2,26671 
1 2,23628 0,03043 
2 2,23607 0,00021 
3 2,23607 0,00000 > {/5 = 223607 


Para а = 16,81 
а = 0,1681 + 102 т = 0,1681, р=1е94 = 0 


п Xn € 

0 4,00365 

1 4,10116 0,09751 

2 4,10000 0,00116. 

3 4,10000 0,00000 =4/ 16,81 = 4,10000 
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Para а = 805,55 
а = 0,80555 * 10% 2. т = 0,0555, p = le q =1 
п Xn € 
0 28,31574 
1 28,38229 0,06655 
2 28,38221 0,00008 
3 28,38221 0,00000 —4//805,55 = 2838221 


Observação: Não se deve usar o método de Newton para resolver equações cuja cur- 
vay = f(x), próxima do ponto de interseção com o eixo dos x, é quase horizon- 
tal, pois neste caso f(x) = 0 e f(x) / f'(x) dará um número tão grande que pode 
não ser possível representá-lo em um instrumento de cálculo. 


3.7.6. Exercícios de Fixação 
Calcular pelo menos uma raiz real das equações abaixo, com € < 1073, usando o méto- 


do de Newton. 


3761. 709 =2х - wnx t4 —0 
376. f0)=%-18x=0 
3763. fœ) =10* +x? +2 =0 
3764. 10=Y* -х%-12х =0 


3.8. MÉTODO DA ITERAÇÁO LINEAR 


3.8.1. Descrigáo 


Sejam f (x) uma função contínua no intervalo Га, b | е & um número perten- 
cente a este intervalo tal que f (&) = 0. 


Por um artifício algébrico pode-se transformar f (x) = Оет 
x-FQ) 
onde F (x) é chamada a função de iteração. 
Sendo xo uma primeira aproximação da raiz €, calcula-se F (хо). Faz-se, en- 


tio, x; = F(xo);xa = F (x) хз = F (x2) e assim sucessivamente, ou seja: 


жа = FG) , n=0,1,2,.. (3.14) 
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Se a seqiéncia {хо, хрх, 4 é convergente, isto é, se existe o limite ху = & e 
n oo 
F(x) é contínua, então, passando ao limite a equação (3.14), tem-se: 


lim хафа = F(lim хл) 
m noo 


€ = F(&) 


onde & é uma raiz de f (x) — 0. 


3.8.2. Interpretacáo Geométrica 


Traçam-se no plano xy os gráficos da função y = x ey = F(x). Cada raiz 
real & daequagdo x = F (x) é uma abscissa do ponto de interseção R da curva 
y = F(x) com a bissetriz y = x (figura 3.24). 


à 0C¡= B,C,— 4000 > ху = FG) 
y 
)=x ос,= 8,6 = A,€, > x= Fx) 


у= Р(х} 
ОСу- B3C3= 436) > x3= FG) 


Xni = FG) 


Се, OC = CoR > &=r8 


Figura 3.24. Interpretação geométrica do método da iteração linear. 


Do ponto 40 [xo f(xo)] constróise a linha poligonal Ао8141824:Вҙ ... 
(em forma de escada), cujos segmentos são, alternadamente, paralelos aos eixos dos 
x e dos y, sendo os pontos А; pertencentes à curva у = F (x) е os pontos B; perten- 
centes à reta y = x. 


Os pontos 4;, Bj possuem abscissas comuns Xj, que são as sucessivas aproxi- 
mações da raiz &. 
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Esta representação geométrica pode ser vista sob outro aspecto. 


Seja o triângulo isósceles OC,B,. Os lados OC, e B C, são iguais eB,C, = 
= AoCo. Como OC, = x, е AoCo = F (xo), então x; = F(xo). 

No triángulo OC;B; os lados ОС; е ВС, são iguais e В,С, = A,C,;consi- 
derando que OC, = x) 6 А|Сү = F(xy), então, x, = F(xi). 


Por indução temos que xn + í = F(Xn). Repetindo o método infinitas vezes 
chega-se ao triângulo OCR, onde OC „= CoR, 0C = È e CR = Co HE) = 
= F(&) ou seja, & = F(&). 


A linha poligonal tem a forma de escada quando a derivada F '(x) é positiva. 
Se ela for negativa ter-se-á uma poligonal de forma espiral (figura 3.25). 


ғ) <0 


| Figura 3.25. Itoração linear com F'(z) < 0 (forma espiral). 


8.8.3. Convergência 


Nas figuras anteriores nota-se que a curva у = F (x) inclinase numa região 
"próxima de &, isto é, | Рх) | <1 e o processo de iteração converge. 


Por outro lado, se | F'(x) | > 1 o processo não converge (figura 3.26). 


Portanto, antes de se aplicar o método da iteração linear deve-se verificar se a 
função de iteração F (x) escolhida conduzirá a um processo convergente. As condi- 
lbs suficientes para assegurar a convergência estão contidas no teorema 3.7. 


Teorema 3.7: Seja € E I uma raiz da equação f (x) = 0 e F (x) contínua e 
lerenciável em Z. Se | Р(х) | < k < 1 para todosospontosem / exo € T, en- 
(0 Os valores dados pela equação (3.14) convergem para &. 
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x 


Figura 3.26. [teração linear não convergente (| F”(x) | >1. 


ID 


Demonstragáo 

хо El > xp El Vn 

ёвар > ё =F(8) 

Subtraindo da equação (3.14) a equação acima, tem-se 

хаш — È = Fin) — FG) 

Pelo teorema do valor médio, existe Wy com x, < «3, < ë, tal que 


ха À & = Fo) On — 8) (3.15) 


Рагап = 0: 

x, - & = Е(00) (ко - &) 

сото о» El el Fw) | < 1 segue que 
|x, — & 1=1Ft00)1 ° bo — &I 
lx - &| <|xo - & | >x €T 
Por indução, pode-se mostrar que 

xa € I Vn 


lim x, =Ê 
КЕТ 
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Seja ey, o erro cometido па n-ésima iteração, isto é, 

en =X — €. 

Substituindo a equação acima na equação (3.15) tem-se: 
Enti = F(wn)en 


Fazendo n = 0,1,2,...na equação acima e considerando que 
Е) | <А €t: 


legs; | | eol (3.16) 


sendo eo o erro na aproximação inicial. 


Passando ao limite na equação (3.16) tem-se: 


lim [em | < lim tt! | eo | 


пт” noo 
lim | еі | =0,(k € 1) 
me 


lim | x, -& |= o 
E 


lm xy =& 
noo 


Quando a iteragáo converge 


lm “+ — 
no e, Е 


lim (ом) — pg) 


n noo 


Esta equagáo garante que para grandes valores de п o erro em qualquer itera- 


(0 seja proporcional ao erro da iteração anterior, sendo o fator de proporcionali- 


ide aproximadamente F'(&). 


É por isso que o processo é denominado iteração linear e a convergência será 
to mais rápida quanto menor o valor de | F'(&) | . 


8,4. Escolha da Função de Iteração 


A partir de uma função f (x) podem-se obter várias funções de iteração F (x), 
tóm nem todas poderão ser utilizadas para avaliar &. 


Só se deve usar uma F (x) que satisfaça ao teorema 3.7. 
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Exemplo 3.31 
Sejaf (x) = х? — senx = 0 com xo = 09. 
Pode-se facilmente obter trés funçóes de iteraçao. 


1) Somando x aos dois membros: 
x =x? — snx + x > FG) = х? — enx + x 


2) Somando sen x e extraindo a raiz quadrada: 


x! — sex + sex = senx 


sex > Fa(x) =y sen x 


3) Subtraindo х? e calculando o arco seno: 


É -snx A = cx 
snx =x? 


x = sen! (2) > Рух) = sen™ (x°) 
As derivadas das funções de iteração são: 


Fi(x) = 2х — cosx + 1 


co: 


2 = —tosx 
Fat) = 2,/snx 


nO = 722 


Como o valor de & é desconhecido, substitui-se хо = 0,9 nas derivadas (por 
isto deve-se tomar xo o mais próximo possível de 6); 


| F409) | 22478 >1 
| Е:09) | = 0,351 € 1 
| ЕЗ09 | = 3,069 > 1 


Pelos resultados acima pode-se concluir que somente Fz (x) deverá convergir, 
De fato, calculando duas iterações com as três funções, pode-se constatar isto, рой 
é a única em que е, > 0: 
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FQ) Fax) Fa(x) 
Ха €n Xn En Xn En 
0,900 0,900 0,900 


0,927 0,027 0,885 0,015 0,944 0,044 
0,987 0,060 0,880 0,005 1,100 0,156 


Nosexemplos abaixo, a tolerância 6 6 avaliada usando o critério 3.2. 


тріо 3.32 
Calcular a raiz positiva de f(x) = x? - x — 1 = 0, com e < 107, 
Aplicando o teorema de Lagrange, vê-se que & € [ 0,50; 2,00 1. 
Sejaxo = 1,5 


-2/3 
= F@ = ут. p'a) ED eas) | = 018 <1 


XN E 
1.50000 

1498721 -.14279 
1.33086 2635 
1.88588 00498 
1.82494 — -.00094 


go, 
Ах, = 132494 


implo 3.33 
Avaliar a raiz de f(x) = ех + cosx — 3 = 0, come < 10% 


Е, ЗЕР 
L ке um esbogo da fungáo, vé-se que a escolha de Хо pode recair em 


F(x) = In (3 —cosx) .. Р(х) = es > (Р) = 034 < 1 
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н XN E 

ü 1.00000 

X |. 90004 -.09996 
2 86644 -.03960 
3 „85546 -.01098 
4 .85191 -.00355 
Б] .85077 7.00114 
6 185044 -.00037 
? „85029 -.00012 
B .85025 -.00004 
Торо, 


& = xs = 0,85025 
Exemplo 3.34 
2 
Achar a raiz de f(x) = cosx + ах + x = 0 com € < 104. 
Fazendo um esboço, vé-se que Хо = 0,5. 


ғо) = хер > | F(05) | = 043 <1 


x = FG) = ¿osx t3) s 


N XN E 
0 50000 

1 „25219 -.24781 
2 «29507 „04288 
3 «28598 — -.00909 
Logo, 


& = xs = 028598 


3.8.5. Exercícios de Fixação 


n 3 
Calcular pelo menos uma raiz real das equações abaixo, com € < 1077, usando 0 
método de iteragáo linear. 


3851 ро) =x? -cosx то 

3852. ро) =Q + ex 3=0 
3853. f=3!-x-3=0 
38.54. РО) =e” + cosx — 5 


0 
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19. COMPARAÇÃO DOS MÉTODOS 


Para concluir este capítulo dá-se, a seguir, o número de iterações gasto em ca- 
método para se avaliar a raiz de duas equações. 


—e95* «x 10-20, e S105 e &€ [2,5;3,5 ] 
) = —0,1 еке 
(x) = 0,01 e701x + 2 >0 Vx € [2,5;35] 


(9) = Y 10 — e0lx 


Bisseção Cordas Pégaso Newton | Iteração Linear 
n 16 6 4 3 4 
3,04342 

plo 3.36 


=x 4x) 4x2 4x — 25 =0 , є< 1075 е & € [0,96;1,93] 
) = 5х* + 3х2 + 2х +1 
) = 20x3 + 6х 4220 Y x € [0,96;1,93] 


= (25-3 – х? — х)02 
Bissegáo Cordas Pégaso Newton | Iteragáo Linear 
16 8 6 4 10 


1,72313 


| OBSERVAÇÕES FINAIS SOBRE OS MÉTODOS 
Л. Bissegáo 


llo exige o conhecimento das derivadas, mas tem uma convergência lenta. 
Ir usado apenas para diminuir o intervalo que contém a raiz. 
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3.10.2. Cordas 


Exige que o sinal da derivada segunda permanega constante no intervalo (mas 
isto pode ser verificado até graficamente). 


Se o ponto fixado с for razoavelmente próximo da raiz (grosseiramente, 
Ife) | < 10), o método tem boa convergência; caso contrário, pode ser mais 
lento que a bisseção. 


3.10.3. Pégaso 


Além de não exigir o conhecimento do sinal das derivadas, tem uma conver: 
géncia só superada pelo método de Newton. 


3.10.4. Newton 


Requer o conhecimento da forma analítica de / (с), mas sua convergência é 
extraordinária. 


3.10.5. Iteração Linear 


Sua maior dificuldade é achar uma função de iteração que satisfaça à condi- 
ção de convergência. 


O teste | F'(xo) | < 1 pode levar a um engano se xo não estiver suficiente 
mente próximo da raiz. А velocidade de convergência dependerá de LE) | 
quanto menor este valor maior será а convergência. 


3.11. EXEMPLO DE APLICAÇÃO 
3.11.1. Descrição do Problema 


Uma loja de eletrodomésticos oferece dois planos de financiamento para um 
produto cujo prego à vista é Cr$ 16.200,00. 


Plano A = entrada de Cr$ 2.200,00 + 9 prestações mensais de Cr$ 2.652,51 
Plano B = entrada de Cr$ 2.200,00 + 12 prestações mensais de Cr$ 2.152,27 


Qual dos dois planos é melhor para о consumidor? 
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3,11.2. Modelo Matemático 


Para escolher o melhor plano deve-se saber qual tem a menor taxa de juros 


A equação abaixo relaciona os juros (j) e o 
A з prazo (P) com o valor fis i 
(VF = preço à vista — entrada) e a prestação mensal (PM): ax 


U+)? ve 
7 РМ 

Fazendo 

W=1+; 

К = VFJPM 

lem-se: 


E fazendo 


JG) = ef*! (+ nx? «1-0 
Whega-se a uma equação algébrica de grau P + 1. 
Deve-se, agora, achar o valor de x no qual f (x) se апше, ou seja, calcular uma 


и do f(x) = 0. 


3.11.3. Solução Numérica 


А raiz da equação deve ser primeiramente isol: i 
ada e de é - 
E lepois refinada até a tole. 


11.3.1. ISOLAMENTO DA RAIZ 


Sendo ГО) uma equação algébrica, fica mais fácil isolar suas raízes usando-se 
IM propriedades. 
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Número de raízes reais: 


Sendo k > O então nt = 2 ou 0 


Limite das raízes reais: 


Plano À 

P=9 

k = (16.200 – 2.200)/2.652,52 = 5,278 
fate) = 5278x!° — 6,278x? + 1 


= 
n=10 fa) fA160 

46 1 5278 

a 0 —6,278 

а; 0 0 


LE 219 0,45 


Plano B 

P=12 

k = (16.200 — 2.200)/2.152,27 = 6,50476 
Уво) = 6,50476xP — 7,50476x' +1 


I 


n=13 во) fei) 


20 І 6,50476 
a 0 —1,50476 
a 70 0 


B 1,50476 7,50416 
Li 2,15 2,18 
Le 2,15 0,46 
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Portanto 


045 <El <219 е 046 «&b «245 


Pode-se verificar que x = 1 é raiz destas equações, mas isto significa; = O 
(x =; + 1), о que não ocorre com os financiamentos! Como são duas raízes, а 
tra está entre um valor maior que 1, por exemplo, x = 1,01 e o limite superior 
Á calculado pelo teorema de Lagrange: 


(01 < E, <2,19 e 101 < & < 2,15 


(1,01) = —0,04 (1,01) = —0,05 
112,19) = 6.120,25 fgQ5) = 63.223,01 


Como cada fungáo muda de sinal no intervalo dado, pode-se afirmar que exis- 
no mínimo uma raiz no intervalo (teorema 3.1); mas como as equações têm, no 
líximo, duas raízes positivas e uma delas é x = 1, então, nos respectivos interva- 
existe, exatamente, uma raiz de cada equação. Com isto, a raiz de cada equação 
está isolada. 


11.3.2. REFINAMENTO DA RAIZ 


Tanto fA(x) como /в(х) apresentam valores muito grandes no extremo su- 
lor dos intervalos, por isto é interessante aplicar o método da bissegáo para dimi- 
lr o intervalo até, por exemplo, f (x) < 10. 


Como se trata de uma equação algébrica com derivada de fácil obtenção, usa- 
|, A seguir, o método de Newton para о refinamento, pois ele apresenta uma maior 


а b, Ха оп) 


1,01 2,19 1.60 149,90 
101 1,60 131 8,23 
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Plano B 


= 
a 
3 


Método de Newton 


Antes de aplicar o método de Newton, deve-se escolher um xo que garanta 


bn 


2,15 
1,58 
1,30 


а convergência (f (хо) * Ғ (жо) >0) 


fo») = БР o (ke 1) xP +1 


РЫ) = @ + 1) kx? = P(k + Dt 
ro) =PE+ DkxP-! — Р(Р — D (k + Da? 


Intervalo onde f(x) > 0 


Sendo k > 0, x > 0 e P > 1, entáo 
PP [(P+ 1)кх — (P— 1) (k + 19] > 0 
(Р+1)кх- @—- D) (К+) >0 


Quando 
x» (P- D(k*1) 


(P+ Dk 


Escolha de хо 
Plano А 
Жо) >0%х>095 


> f) 0 


Xn 


1,58 
1,30 
1,16 


fon) 


672,12 
23,17 
124 


fAG01 = 008! (= 131 pois f(131) * 713) >0 


Ааа) = 823 


Plano В 

fit) > 0 ¥x > 098 
E zm Xo = 1,16 pois f(, 
11.33. USO DA SUB-ROTINA NEWTON 
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16) * (16) > 0 


Pode-se usar a sub-rotina NEWTON e o programa principal descritos no item 
17.5 para calcular as raízes destas equações, sendo necessário, apenas, fornecer os 
dos de entrada e as funções FUNCAO e DERFUN. 


ano A 


a) Dados de entrada 
1.31, 0.00001, 10 
b) Funções FUNCAO e DERFUN 


FOO 


REAL X 


RETURN 
END 


Fo 


REAL FUNI 
REAL X 
DERFUN=( 
RETURN 
END 


REAL FUNCTION FUNCAO(CX) 


CTION DERFUNCX) 


52.78*X-56.502)X*«8 


FUNCA0-(5.278*X-6.278) )9X9*1.0 


Os resultados 


2 DA EQUACAO 
(AÇÕES GASTAS 


00.0 DE RAIZ DE EQUACA 
XN 


são: 


= 1. 12250 
= 7 


0 PELO METODO DE NEWTON 


FOXN) TOLERANCIA 
1.31000 8.228E+00 

1.23494 2.604E+00 7.504E-02 
1.17949 7.573E-0í 5.546E-02 
1.14387 1.932Е-01 3.562Е-02 
1.12685 3.181E-02 1.702E-02 
1.12273 1.600E-03 4.116E-03 
1.12250 3.815E-06 2.300E-04 
1.12250 5.344Е-07 5.516E-07 
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Plano B 


a) Dados de entrada 
1.16, 0.00001,10 
b) Funções FUNCAO e DERFUN 


FOO 


ooo 


REAL FUNCTION FUNCAO(X) 

REAL X 
FUNCAO=(6.50476%XX-7 50476) xX* 1241.0 
RETURN 

END 


FOO 


oon 


REAL FUNCTION DERFUN(X) 

REAL X 

DERFUN-(84.56188xX-90. 05712)900 11 
RETURN 

END 


Os resultados são : 


CALCULO DE RAIZ DE EGUACAO PELO METODO DE NEWTON 
н x! FON 


TOLERANCIA 
в 1.16000 1.242E+00 
1 1.12979 3.265Е-01 3.021E-02 
2 1.11429 5.907Е-02 1.554E-02 
3 1.10992 3.758Е-03 4.916E-03 
4 1.10960 1.931E-05 3.141E-04 
5 1.10960 -8.348E-07 1.631E-06 
RAIZ DA EQUACAO = 1.10960 
ITERACOES GASTAS = 5 


3.11.4 Análise do Resultado 
Plano A 


А raiz de fax) = 0684 = 1,12250 = j = 0,12250 ouj = 12,25% 


Plano B 


А raiz de ўв) = 0 é ёв = 1,10960 >; = 0,10960 ou j = 10,96% 
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O total pago no plano А é Cr$ 26.072,68 (= Cr$2.200,00 + 9 - Cr$ 2.652,52) 
intra Cr$ 28.027,24 (= Cr$ 2.200,00 + 12 + Cr$ 2.152, 27) pagos no plano B. 


O plano A, à primeira vista, parece melhor pois o consumidor paga uma quan- 
menor, mas isto é ilusório porque neste plano a taxa de juros cobrada é maior. 


Concluindo, o financiamento do plano B é mais interessante para o consu- 
lor. 


12. EXERCICIOS PROPOSTOS 


Resolver as questóes abaixo: 


24. Mostrar que as raízes de Р(-х) sio - &j,- Ên,- Es, ..., — ©» 
sendo Ey, &, Ex, ..., En as raízes de Р(х) = anx” tap 71 +... +ајх tao = 0. 
Mostrar que as raízes de P(- 1/x) são — 1/82, — 1/E3, .. ., — 1/&y, 


sendo Ey, &, Ey, ..., En as raízes de Р(х) = anx" tag qx! 71 +. Жаухар = 


Verificar que læn — an-1|= 22. 
qnt 


1 
Demonstrar que a equação xp + 1 = A (е -1)х + 4 


Va a 20. x 


2,5. Construir um programa para calcular uma raiz usando o método da bissegáo, com o 
Ix (llo de uma linguagem qualquer. 


) pode ser usada para 


6. Escrever um programa, na linguagem de sua preferência, para implementar o método 
Cordas. 


2,7. Fazer um programa, em uma linguagem disponível, para utilizar o método da iteração 


Resolver os exercícios abaixo usando qualquer método, com € < 10%, 


|B. Calcular a raiz positiva do exemplo 3.1. 


(2,9. Achar todas as raízes de f(x) = 02x? — 3,006x? + 15,06х — 25,15 =0. 


2 


10. «Determinar o ponto de mínimo da função f(x) = 2x? — 2x? — x? — x - 3. 
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3.12.11. Seja a função f(x) = 2 + xŠ — 1. Achar o valor de x no qual f(x) = 2. 
31212. Achar o ponto deinflexão da função f (x) = 2 + x? — 1. 

3.12.13. Calcular 4/8 (ver exercício 312.4). 


34244. Calcular 5/1955. 


Usar agora o método de sua preferência com € < 1073, 


3.12.15. O prego à vista (PV) de uma mercadoria é Cr$ 312.000,00 mas pode ser financiado 
com uma entrada (E) de Cr $ 91.051,90 e 12 (Р) prestações mensais (PM) de Cr$ 26.000,00. 
Calcular os juros (j) sabendo que 


up? _ ғу-Е 
— EE РМ 


3.12.16. Quais serão os juros se o plano de pagamento for uma entrada de Cr$ 112.000,00 e 
18 prestações mensais de Cr$ 20.000,00? 


3.12.17. Uma bola é arremessada para cima com velocidade vo = 30 m+ 97 a partir de uma 
altura xo = 5 m, em um local onde a aceleração da gravidadeég = —9,81 m+s“. Sabendo que 


nO = xo + vot +07 


qual será о tempo gasto para а bola tocar о solo, desconsiderando o atrito com o ar? 


312.18. A capacidade calorífica Ср (cale K 1, mol 7) da água em função da temperatura 
T(K) é dada por 


срт) = 7219 * 2374 + 107 4267 + 1077; 
300 <T <1.500 
Para sabermos a que temperatura temos uma determinada capacidade calorífica с fazemos: 
CM - c=0. 
Em vista disto, em que temperatura a água tem capacidade calorífica igual a 
10 cal + K^! + mol”)? 


312.19. Determinar o comprimento (1) de um cabo suspenso om dois pontos do mesmo nível 
edistantes (2x) 400 m, com flecha (f) de 100 m, sabendo que 


L = 2а senh — 
2 


(== = - ') > f=0 
а 


sendo a a raiz da equação 
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212.20. O pH de soluções diluídas de ácido fraco é calculado pela fómula: 


+ 
Но + Ka [изор — Qc, + код [150%] - кожу со 
onde: 


pH = – юв [H50*] 

Ka : constante de dissociação do ácido 
(а : concentração do ácido 

Ко): produto iônico da água 


Calcular o pH de uma solução de ácido bórico a 24°С, sabendo que 


Ka = 65-10 y 
G 10 + 105 м 
Kw 10 • 10714 м2 


Capítulo 


Interpolacáo 


1. INTRODUÇAO 


| Muitas funções são conhecidas apenas em um conjunto finito e discreto de 
pontos de um intervalo (а, b], como a função y = f(x), dada pela tabela 4.1. 


Tabela 4.1 
i xi Xi 
0 хо 70 
1 ха »1 
2 *2 be 
3 хз Уз 


Neste caso, tendo-se que trabalhar com esta função е não se dispondo de sua 
Irma analítica, pode-se substituí-la por outra função, que é uma aproximação da 
ção dada e que é deduzida a partir de dados tabelados. 


Além destas, podem-se também encontrar funções cuja forma analítica é mui- 
complicada, fazendo com que se procure uma outra função que seja uma apro- 
lação da função dada e cujo manuseio seja bem mais simples. 
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As funções que substituem as funções dadas podem ser de tipos variados, tais 
como: exponencial, logarítmica, trigonométrica e polinomial. 


Neste capítulo serão estudadas apenas as funções polinomiais. 


4.2. CONCEITO DE INTERPOLAÇÃO 


Seja a função у = f(x), dada pela tabela 4.1. Deseja-se determinar f(x), 
sendo: 

aX € (кох) e xfx, і = 0,1,2,3 

b) x € (хо, хз) 

Para resolver (а) tem-se que fazer uma interpolação. E, sendo assim, determi- 


na-se o polinômio interpolador, que é uma aproximação da função tabelada. Por 
outro lado, para resolver (b), deve sor realizada uma extrapolação, cujo estudo não 


será objeto deste capítulo. 


Exemplo 4.1 


Na tabela 4.2 está assinalado o número de habitantes de Belo Horizonte nos 
quatro últimos censos. 


Tabela 4.2 


ANO ў 1950 1960 1970 1980 


Nº DE HABITANTES 352.724 683.908 1.235.030 1.814.990 


Determinar o nümero aproximado de habitantes de Belo Horizonte em 1975. 


Para se resolver este problema, deve-se fazer uma interpolação, já que 1975 € 
(1950, 1980). 


Exemplo 42 


Seja a função f(x) = Ile 


Determinar: 


а) f(m/16) 
b) f 17/18) 


Interpolação 153 


Utilizando apenas os valores disponíveis na tabela 4.3. 


Tabela 4.3 
і xi [sen (xi) 
0 o |000 
1 | m6 |050 
2 | m4 [on 
3 | m3 | 087 
4 1/2 100 


Deve-se, em primeiro lugar, construir а tabela 4.4, substituindo os valores da 
lübela 4.3 na função dada, para obter os valores da função nos pontos disponíveis. 


Tabela 44 
і xi | fep 
0 0 0,00 
1 m6 | 033 
2 mja | 0,56 
3 7/3 | 074 
4 T2 | 078 


Para o cálculo do item (a) deve-se fazer uma interpolação, já que 7/16 € 
(0, 7/2). 


Como 117/18 nào pertence ao intervalo considerado, o item (b) é um pro- 
blema de extrapolação. 


Serão vistos, a seguir, alguns métodos que permitem interpolar um ou mais 
ntos numa função tabelada. 


13. INTERPOLAÇÃO LINEAR 
3.1. Obtenção da Fórmula 
Dados dois pontos distintos de uma função у = f(x) : (xo, yo) e (x, 1), 


leja-se calcular o valor de Y para um determinado valor de X entre xo e x, usan- 
interpolação polinomial. 
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Pode-se provar que o grau do polinômio interpolador é uma unidade menor 


que o número de pontos conhecidos. Assim sendo, o polinômio interpolador nesse 
caso terá grau 1, isto é, 


Руб) = ax + а, 


Para determiná-lo, os coeficientes ар e a, devem ser calculados de forma que 
se tenha: 


Pixo) = f(xo) = Yo 


° 
Рух) = fœ) = Y 
ou seja, basta resolver o sistema linear abaixo 


41Х0 + do = Yo 
axı * 49 =) 


onde a, ed são as incógnitas е 


хо 1 
A= é a matriz dos coeficientes. 


Xi 1 


O determinante da matriz A é diferente de zero, sempre que xo + x,, logo 
para pontos distintos o sistema tem solução única. 


Por outro lado, como a imagem geométrica de 
Рү(х) = ах + ao 


é uma reta, está-se, na realidade, aproximando a fungáo f(x) por uma reta que 
passa por (хо, уо) e (еі, Y 1): 


A figura 4.1 mostra os dois pontos, (Xo, yo) € (сі, Yı), € a reta que passa 
por eles. 
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Figura 4.1 


Exemplo 4.3 


Seja a função у = f(x) definida pelos pontos (0,00;1,35) e (1,00 ; 2,94). De- 
terminar aproximadamente o valor de f (0,73). 


Pix) = a,x + ay é о polinômio interpolador de 19 grau que passa pelos 
pontos dados. Logo, tem-se: 


P(O) =a, “0%4 = 135 > a) = 1535 
294 > а = 1,59 


25 
a 
= 
[ 
18 
+ 
a 
5 
" 


Пб) = 159x + 135 
100,73) = 1,59 * 073 + 1,35 
= 2,51 


O resultado obtido no exemplo 4.3 está afetado рог dois tipos de erros: 


a) Erro de arredondamento (Ед) — é cometido durante a execução das ope- 
без e no caso de o resultado ser arredondado. 


b) Erro de truncamento (Ет) - é cometido quando a fórmula de interpolação 
Ber utilizada é escolhida, pois a aproximação de uma função conhecida apenas 
avés de dois pontos dados é feita por um polinômio de 19 grau. 
] 


,2. Erro de Truncamento 


Seja f(x) a função dada representada pela curva, е P, (x) о polinômio inter- 
lador, representado pela reta na figura 4.2. 
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Figura 4,2 


Teoricamente, o erro de truncamento cometido no ponto ¥ é dado pela fór- 
mula: 


Ет(х) = f&) - P, G) (4.1) 

Observando a figura 4.2, pode-se notar que o erro de truncamento no ponto 

X depende de sua localização e que se X coincidir com xo ou x, o erro de trunca- 
mento é nulo. Diante disto, conclui-se que o erro de truncamento é uma fungáo que 


se anula nos pontos xo è x1. 


Com base nestas observações pode-se considerar a expressão 
Ет(х) = (&-xog)(x —x1)' A (4.2) 


onde А é uma constante a determinar, como a fungáo erro de truncamento. 


OBTENÇÃO DE A 


Seja a função auxiliar G (r) definida por: 


G() = f) — Р) — Er (B) (4.3) 


Substituindo 


Р) =at + ao е 
Er() = 6-x)6-x))*4 
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(4.3), vem: 


G() = f() (at + ao) — # хо) - x1) A (4.4) 


A função G (r) se anula, pelo menos, em três pontos: 


Teorema 4.1 (Teorema de Rolle): Se a função f(x) é contínua no intervalo 
, b] e diferenciável no intervalo (a, b) e (а) = f(b), então, existe um € € (a, b), 
quef(é) = 0. 


Considerando f(t) contínua em [xo, x; |е diferenciável em (xo, x 1), pode-se 
incluir que G (г) também о é, tendo em vista que Р1(0 e ET (r) são funções poli- 
jomiais de 1º e 29 graus, respectivamente. 


Aplicando o teorema 4.1, vem: 


existe E, € (xo, X), tal que G(&,) = 0 e 
existe & E(X, x 1), tal que G(&5) = 0 


Aplicando novamente o teorema de Rolle na função G'(), vem: 
existe 8 € (&,, &,) e, portanto, & € (xo, x1), tal que G'(&) = 0. 

Derivando a função G(£) duas vezes, vem: 
GU) = f”(0) — 24 

Fazendo г = €, vem: 

ME) = f'(&)-24 = 0 
Logo, А =—— (4.5) 
| substituindo (4.5) em (4.2), tem-se: 


ETO 6 хб — x) + LA (45) 
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para algum € €(xo, х1). 


Exemplo 4.4 


Seja a função f (x) =sen x. Determinar: 
a) o valor aproximado para f(m/2) a partir dos pontos (1,00; 0,84) e (2,00;0,91) 


b) o erro de truncamento cometido no cálculo do item anterior 


а) Pix) = ax + ao 
P(D=atl+a=084 > а = 0,07 
Р\@) = а)'2 + ау = 091 > ao = 077 
Р(х) = 0,07х + 0,77 > Pi(m/2) = 088 


D) Er) = xr) LB onde (xo, 31) 
z 


Como não se sabe o valor exato de &, pode-se considerá-lo igual ao valor de x 
que maximiza a função lf"(x)|no intervalo (xo, х1), ou seja, (1,00;2,00). 


f(x) = sen x 

f'(x) = cosx 

f"(x) = —sen x 

у") | é máximo рагах = 1/2 no intervalo considerado, pois 1f"(1/2) | = 1. 


Logo, a cota máxima para o erro de truncamento é: 


ram < |o nar). E 


| Er (0/2) | < 012 ou -012 < Er(n/2) < 0,12 


Exemplo 4.5 


Seja a função f(x) = x? — 3x + 1, usando os valores de x (хі = 1,0 е 
x, = 1,5)e os valores correspondentes f(x, ) e /(х), calcular: 


a) o valor aproximado para f (1,2) 
b) o erro de truncamento cometido no cálculo do item (a) 


Interpolação 159 


а) Руб) = ах + ao 
Р|(1,0) = а; + a = –1 
PLS) = 1,54, + do = 125 
a = —05еау =-05 
Р(х) = —0,5x – 0,5 > Р(12) = —1,10 


ы ХО) = х2 – Зх + 1 
Ро) = 2х - 3 
Р) = 2, Vx > 
Er(12) = (12 - 10)(12 — 1,5) a. 


Ет(1,2) = -0,06 


4.3.3. Exercícios de Fixação 


4.3.3.1. Dada a função f(x) = 10x? + 2x + 1 com os valores de f(0,1) e /(0,2) determinar 
Pi (0,15). 

14:3.3.2. Calcular a cota máxima do епо de truncamento cometido no cálculo do exercício an- 
terior. 


4.3.3.3. Calcular o número aproximado de habitantes de Belo Horizonte em 1975 usando os 
valores dados pela tabela 4.2 (exemplo 4.1) para 1970 e 1980. 


| 1.3.3.4. Usando os valores de f (0) e f (7/6) da tabela 4.4 (exemplo 4.2), calcular f (1/12). 


4.4. INTERPOLAÇÃO QUADRÁTICA 
4.4.1. Obtenção da Fórmula 
| 


| Se, de uma função, são conhecidos três pontos distintos, então о polinômio 
Linterpolador será: 


P(x) = азх? + ax tao 


| 
| 
| 
| O polinômio Р(х) é conhecido como função quadrática, cuja imagem geo- 
[métrica é uma parábola. 


Para determinar os valores de a, a, e ao é necessário resolver o sistema: 
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2 

aXQ + aixo + ao = yo 
2 

mx tax tag =y; 


2 
ах} tax + ao = y, 


onde os pontos (xo, yo), (сі, уу) e (xz, уз) são conhecidos. 


Observe-se que a matriz dos coeficientes é: 


O determinante desta matriz é conhecido como Determinante de Vandermon- 
de. Pode-se provar que: 


det (V) = (x, = xo) Gà = xo) (z = xj) 
Logo, como os pontos sao distintos, o sistema terá solução única. 
Exemplo 4.6 


Utilizando os valores da fungáo seno, dados pela tabela abaixo, determinar a 
função quadrática que se aproxima de 


2 sen? 
fœ) = PES а » trabalhando com trés decimais. 
Tabela 4.5 
x senx ғо) 
RD 0, 0,000 
0,328 
ma h 0,560 
Py) = азх? + ajx + ao 
P2(0) *'O +a °O +a 0 
о T 
Pa(m/6) * (7/6)? + a, * (1/6) + ao = 0228 E 
Pa(T/4) = a, * (T/A? + a, * (114) + ao = 0,560 (ш) 
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De (1) vem que ay = 0. Logo, o sistema passa a ser: 


0,2742, + 0,5244, = 0,328 
0,6172, + 0,7854, = 0,560 


Usando o método da pivotação completa, encontra-se a solução aproximada: 


a, = 0,333 
a, = 0,452 
А funçao quadrática 6: 


P(x) = 0,333x? + 0,452х 


44.2. Erro de Truncamento 


Como foi visto na segáo 4.3.2 e lembrando que, agora, sáo trés os pontos co- 
nhecidos, o erro de truncamento é dado pelas expressões: 


a) Er (E) = Ия) — PG) 


опде: 


f(x) - é a função dada 
P, (x) — é o polinômio interpolador de 2º grau 


DIET (e) = (х - xo) @ — x1)(% - x2) * À 


Tem-se, agora, como objetivo, a determinação do valor do parâmetro А em 


(b). 


Fazendo-se 
ба) = ft) — Pale) — Ет@) 
e sabendo-se que 


Р) =? + аг + ao ë 
Er (0) = (z — xo)G - xi) G — x2) * A 
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vem: 
GO =f – GÉ + ait + ao) — (@ žo) C - x06 12) ° 4 (4.7) 
Como P,(0 e Ет(г) são funções polinomiais e supondo que ТО) seja contí- 
nua em (со, xa] e derivável em (xo, x2), G(1) também o é e, além disso, se anula 
pelo menos para t= хо, £ = xy , t = x4 e t = X. 
Logo, pelo teorema 4.1, tem-se: 
3 €, €(xo, x) 16 (€,) = 0 
3 8, EG, х1) 68) = 0 
3 & E(x xa) 16 (83) = 0 
e ainda: 
а & €(&,, &,) lG”(8,) = 0 
3 & €(&,, 83168) = 0 
e, finalmente: 
3 86(84, 85) e, portanto, 3 8 E(xp, х) |G”(8) = 0 
Derivando С (t) três vezes, vem: 
G"'(t) = f""(t) - 6A 


Fazendo z = &, tem-se: 


G"(&) = f" (&) — 64 


Logo, 
А = £9 = za para & € (xo, x2) 
Logo, 
веб) = pepe DO , temem) 49 


Exemplo 4.7 


Determinar o valor aproximado de f (0,2) e o erro de truncamento ocasio- 
nado pela aplicação da interpolação quadrática, no cálculo deste valor, usando os 
valores tabelados da função f(x) = x? — 2x + 1. Trabalhar com 2 decimais. 
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Tabela 4.6 
x Јо) 
0,5 025 
03 049 
0,1 0,81 


a) Cálculo do polinómio interpolador P,(x): 
Р,(х) = ax? + ax + do 


025a, + 05а, + do = 025 
0,09 + 03a, + aç = 0,49 
0,01a, + 0141 + а = 081 


Resolvendo o sistema pelo método da Gauss, vem: 


a = 1,00 
a, =-200 
а = 1,00 


Logo, P,G)-x!—-2x*1 
Р,(0,2) = 0,64 


b) Cálculo do erro de truncamento: 


ЈО) = х2 — 2x +1 
PE = 2x — 2 
FU) = 2 

/"(д- 0, Vx 

| 


Como /”(х) = 0, para todo x, o erro de truncamento cometido ao se apro- 
Ximar a função f(x) = x? —2x +1 pelo polinômio interpolador de 29 grau é 
nulo. 


i Este resultado, entretanto, era esperado, uma vez que a função dada é polino- 


al de 29 grau e, a partir de três pontos da função, consegue-se determiná-la sem 
@гго de truncamento. Contudo, poderá existir o erro de arredondamento. 
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4.4.3. Exercícios de Fixação 


4.4.31. Usando três pontos da tabela 4.2 (exemplo 4.1), determinar o número aproximado 
de habitantes de Belo Horizonte em 1975. 


4.4.3.2. Usando os três primeiros pontos da tabela 4.4 (exemplo 4.2), determinar Po (1/12). 


4.4.3.3. Dada a função f (х) = 10xº + 2x + 1, determinar P3 (0,15), usando os valores de 
£(0,1), f (022) e 700,3). 


4.4.3.4. Calcular a cota máxima do erro de truncamento cometido no cálculo do exercício 
anterior. 


4.5. INTERPOLACAO DE LAGRANGE 


As interpolações vistas anteriormente são casos particulares da interpolação 
de Lagrange. Será determinado, agora, o polinômio interpolador de grau menor ou 
igual a п, sendo dados п + 1 pontos distintos. 


Teorema 4.2: Sejam (xi, yi); i = 0,1, 2, ..., n, n + 1 pontos distintos, isto é, 
xi = xj para é  j. Existe um único polinômio Р(х) de grau não maior que л, tal 
que Р(х) = yi, para todo i. 


O polinômio P(x) pode ser escrito na forma: 


п Я 
Р(х) = ao + ax + mx? +...+ anx” ou Рах) = у) ах 
i 


Р(х) é, no máximo, de grau л, se ау = O e, para determiná-lo, deve-se co- 
nhecer os valores de ao, 41, . . ., ап. Como Р„(х) contém os pontos (xi, yi), š 
= 0, 1,...., n, pode-se escrever que Pn(xi) = yi. 


Logo, 


ao tax + d3XQ +... + an = yo 
ao taxi + ax +... + аңху = уу 


do tax + ах) +... + anxn = уп 


Resolvendo o sistema S, determina-se o polinômio P (x). Para provar que tal 
polinómio é único, basta que se mostre que o determinante da matriz A, dos coe- 
ficientes das incógnitas do sistema S, é diferente de zero. A matriz A é: 
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1 x >) 

1 x x A 
"ES 

1 x xà E 


Mas, o determinante da matriz A é conhecido como determinante das potén- 
cias ou de Vandermonde e, da Álgebra Linear, sabe-se que seu valor é dado por: 


det (4) = Qi- ху) 
i>j 


Como x; Æ x; para їз j, vem que det (A) = 0. 
Logo, P(x) é único. 


Exemplo 4.8 


Sejam os valores: хо = 1,x, = 0,x; = 3 e xs = 2. Determinar 


b e» 


1j 


П (xi — xj) = (x1 — xo) (02 - хо) (2 – х1) (з — xo) (xa — xi) (xa — x2) = 
I>; = C00)G) 1) Q C-1) = 12. 


Este valor é igual ao determinante da matriz: 


4.5.1. Obtenção da Fórmula 


Será vista, agora, a dedugáo da fórmula de interpolagáo de Lagrange. 
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Sejam оз n + 1 polinômios p;(x) de grau п: Logo, 
роб) = (к —x)) 6 ха)... — xn) _М@Ю 
pie) = (xe Œ xa). Gon) a) 


тб = (к хо) — x). (Xn) | 


Como Ph (xj) = yi, vem: 


к= т (411) 
e р(х). 411 
Pi (x, 
ou, de forma sintética: ба) 
п Substituindo o valor де b; de (4.11) em (4.10), vem: 
р(х) = в-х), @=0,1,..„п) (4.9) - 
150 (x 
іі pi@) 
ou 
Tais polinômios possuem as seguintes propriedades: š 
Р(х) = ж. 210) 
a) р(х) £ O , paratodoi 2, 2105) (412) 
bpi) = 0 , paratodoj = i 
Levando (4.9) em (4.12), vem: 
e são conhecidos como polinômios de Lagrange. P 
Como o polinómio P (x) que se deseja encontrar é de grau n e contém os pon- ^ 
tos (xj, yi), і = 0, 1,2, . . „n, pode-se escrevé-lo como uma combinação linear dos Р(х) = Se AA у (бх) 
pólinómios pi(x), i = 0,1,2,.. „п. гей Ji (Mx) (4.13) 
Então, Pa(x) = bopo(%) + bipi@) +... + араб) A fórmula (4.13) é a da interpolação lagrangeana. 
п 
" Рик) = Y bn) (4.10) тріо 4.9 
іш0 
E, assim, para se determinar Pn (x), devem-se calcular os valores de bi, i = Determinar: 
= 0,1, 2,.. „п, já que os polinômios р(х), para todo і, podem ser facilmente de- a) o polinómi 3 
A polinômio de interpolação de Lagrange j 
terminados. К tabelados abaixo çi Lagrange para a função conhecida pelos 
n 
Seja Рл(хк) = Уу) брк) = b) P(0,3) 
i=0 


= bopo (xk) + bipi(%k) +... + bkpkG@%k) +... + bnpn (ek) 


Mas, como p;(xj) = 0 para todo í + j e pi(xi) O para todo i, vem: 


Py (хк) = bkpk Gk) 
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3 


3 (х ху) b) o número de operações (adições, nestas incluindo as subtrações, multipli- 
250) = Y yi БЕКТЕР) Cações е divisões) efetuadas no cálculo do item (а) 
D - й 
ізгі 


a) Constrói-se, em primeiro lugar, um quadro que contenha todas as diferen- 
Sas e alguns dos produtos realizados na fórmula de Lagrange: 


бж) а) аз) 


Рух) Yo (xs — x1) xo — x3) (xo — x3) E xo =000 | ху<оло [x =o | x; =060 x4 = 100 T 
[х =020 | Di = 920 | Dir, = 010 —010 | Difa= "040 | Dir, = "0,80 | Prods = -0,00064 
ыы = W: x — = 
+ == есш. + %0 = 0,00 - 0,10 -030 - 060 -100 [Prod = 001800 
Cr — x9) ба — xa) 63 — xs 11-040) оо —0,20 —0,50 -090 Prodi = —0,00900 
2=030] озо 020 -020 ЕГЕП 0,01260 
i xo) (11) (хз) з =0,60 | 0460 0,50 030 -040 = 0,03600 
Y2 G xo) ба сха) (xə — xa) а =100 | 1⁄0 090 070 0,40 Prod, = 0,25200 
(x — xo) (x — x1) (x — x2) 
y a y ану, 
? бз-хуба-х)0а = х2) O polinómio interpolador pode ser escrito da seguinte forma: 
ioa Prody Prody Prody Prody Prody 
2,008 , 3 2 b ® 2 + 0,1x) + Dif, Dif, Dif. Dif. Dif, 
E b id + 02x) + ——— (х 0,7x' , о 1 2 3 ita 
Ра) = 0012 6-09 Ет Р(х) = уу + t° +) ° ty ° tya 
Prodo Prod; Prod; Prods Prod, 
+ ЫШ G — 0,62 + 0,08x) = x° + 10x н 
; — 0,00064 — 0,00064 
5 3 — —— todo o 
PQ) = х? + 10x 0,20 0,10 
Ка Р(0,2) = 1,000 + — —— +2001. + 4,081 * 
b) £3(0,3) = 3,027 0,018 — 0,009 
— 0,00064 
Exemplo 4.10 “00 
š қ + 8,296 + 
Seja a função f(x), conhecida apenas nos pontos tabelados: 0,0126 
Tabela 4.8 Logo, 
і ж q P(0,2) = 3,016 
1,000 
9 010 2001 b) Na construção da tabela foram executadas: 
5 030 4,081 
0,60 8,296 25 (+ 
E i 21200 25 (+) e 19 (x) 
Determinar: 


Na aplicação da fórmula foram realizadas: 
a) o valor aproximado para f (0,20), aplicando a fórmula de Lagrange 4(9,5 e 10) 
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O quadro abaixo fornece o número total de operações realizadas para o cálcu- 
lo do item (a): 


FÓRMULA DE nºde n2de m 
INTERPOLAGÁO adições multiplicações 
LAGRANGE 29 24 10 63 


4.5.2. Erro de Truncamento 


Para se deduzir a fórmula do erro de truncamento, será seguido o mesmo ra- 
ciocínio usado nos casos anteriores. 


Se são conhecidos п + 1 pontos da função dada, vem: 


Ерб) = @ — хо) — xi) A (4.14) 
e 


Er (z) = f@) — Pu) 


sendo, 
Рп) = ag + ax +... t dnXn 


Seja С) = f(t) — Pate) — Er(t) uma função auxliar que será usada pa- 
ra a determinação do valor de А. 


Sabe-se que G(r) se anula em п + 2 pontos: Xo, X1, . + -, Хп € X e, portanto, 
G(+1)(8) = 0 para 8 € (ху, xx), de acordo com o teorema de Rolle. 


Derivando G(1), п + 1 vezes, vem: 


OPD) = fe*U() — @ + D! 4 


Fazendo г = €: 
GG@+1)(8) = tD) — (n + 1)! A = 0 


Logo, 


ee 
А = GA 
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Substituindo o valor de А em (4.14) resulta: 


SDA) 


Ет(х) = (к хо)(х—ху)...(х — x,) ЖЕТЕТ 


(4.15) 


A fórmula (4.15) será usada para calcular o erro de truncamento de todos os 
tipos de interpolação deste capítulo, tendo em vista que esta é uma fórmula gené- 
Tica para interpolação polinomial. 


45.3. Implementação do Método de Lagrange 


Seguem, abaixo, a implementação do método pela sub-rotina LAGRAN e 
im exemplo de programa para usá-la. 


45.3.1. SUB-ROTINA LAGRAN 


SUBROTINA LAGRAN 

OBJETIVO : 
INTERPOLACAO DE UM OU MAIS VALORES NUMA FUNCAO 
TABELADA 


METODO UTILIZADO : 
INTERPOLACAO DE LAGRANGE 


uso : 
CALL LAGRANCTABELA,NMAX,N,NPI,X,Y) 


PARAMETROS DE ENTRADA = 


TABELA : MATRIZ QUE CONTEM 05 PONTOS CONHECIDOS 
DE UMA FUNCAO 

NMAX 3 NUMERO MAXIMO DE PONTOS DECLARADO 

N 3 NUMERO DE PONTOS DA TABELA 

NPI * NUMERO DE PONTOS А SER INTERPOLADO 

x ? VETOR QUE CONTEM AS ABSCISSAS DOS PONTOS 


INTERPOLADOS 
PARAMETRO DE SAIDA : 


3 VETOR QUE CONTEM AS ORDENADAS DOS PONTOS 
INTERPOLADOS 


SUBROUTINE LAGRANCTABELA, NMAX, N, NPI,X, Y 


INTEGER 1,J,K ,N, NMAX, АРІ 
REAL PARC, TABELACNMAX, 2) , X CNMAXO , Y (NMAX) 
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10 CONTINUE 
READ(1, 44) (X(1),T=4,NPI) 


с 
с IMPRESSAO DA TABELA 
c 2244 FORMAT(8FíD.O) 
МКІТЕ(2,1) 5 x : VETOR QUE CONTEM AS ABSCISSAS DOS PONTOS 
£ — FORMAT(iHi,5X,24HINTERPOLACAO DE LAGRANGE, //) E INTERPOLADOS 
WRITE(2,2) 
2 FORMAT(HO,4X,1HI,8X, HX, 4X, 1HY , / , 15X, ІНІ, £AX, ЕНІ, И) é CALL LAGRAN(CTABELA, NMAX, N, NPI, X,Y) 
DO 10 I=í,N ы 
Jel-i CALL EXIT 
WRITECO, 3) J, TABELACI, £), TABELACI, 2) END 
3 FORMAT (НО, 3X, 12,2 (3X, iPE12.5)) 
10 CONTINUE 
WRITE (2,11) 
11 FORMAT(S(/).5X, 2DHTABELA DE RESULTADOS, /) 
МЕІТЕ(2,2) 
с Exemplo 4.11 
с ҒІМ DA IMPRESSAO 
с А 2 
c METODO DE LAGRANGE Seja f (x) conhecida apenas nos pontos tabelados abaixo: 
с 
DO 40 K=i.NPI 
Ү‹К)=о. 
DO 30 I-i,N 
PARC-i. Tabela 4.9 
DO 20 Jei,N - 
"IF(I.EQ.J)00 TO 20 i ЕЛ Ji 
PARC-PARCX ((X CE) -TABELA CJ, $0) / (TABELACI, 1) 0 1 759315 
ә -TABELACJ 40)? 1 3 830259 
20 CONTINUE | 2 6 155109 
VEK)=YCK)+PARCATADELA(I, 2) | 3 1 + 
30 CONTINUE | H 17,9120 
c | 9 22,4067 
с IMPRESSÃO: DOS RESULTADOS | 5 11 | 26,8040 
с 6 15 | 35,4205 
7 18 41,7838 


WRITE(2,3)K,X(K),Y(K) 
40 — CONTINUE 
RETURN 
END 


determinar f (5), f (10,2) e f (17,3). 


4.5.3.2. PROGRAMA PRINCIPAL 
Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 


c 
с 
с PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA LAGRAN Dados de entrada 
Е 8,3 
INTEGER I,N,NMAX,NPI 1, 2.69315, 
REAL TABELA(20,2),X(20),Y(20) ñ 
NMAX=20 j , 8.30259, 
READ(1, HIN, NPI ly 15.6109, 
£ FORMAT(2I2) 7.17.9120, 
с N 3 NUMERO DE PONTOS DA TABELA 22.4067 
с NPI  : NUMERO DE PONTOS & SER INTERPOLADO n p 
ü DO 40 I=t,N 1., 26.8040, 
READ(£,2) CTABELACI, J), Ј=4,2) 135. 
2 FORMAT(2F10.0) E^ 4295, 
с TABELA : MATRIZ QUE CONTEM OS PONTOS CONHECIDOS DA 41.7838, 
1.10.2, 17.3, 


FUNCAO 
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Os resultados obtidos foram: 


INTERPOLACÃO DE LAGRANGE 


0 1.00000Е%00 2.69815E+00 


1 3.00000E+00 8.30259E «00 
2 é .00000E+00 1 .50000Е+04 
3 7 .00000Е+00 1.79120Е%01 
4 9.00000E+00 2.24067Е%01 
5 £.10000E 401 2. 6B040E +04 
ó 4.50000E+04 3.54205E+04 


СА 4. BO000E+04 4.10000Е%04 


TABELA БЕ RESULTADOS 


1 $.D0000E+00 1. .20036E+01 


2 1.02000Е+04 2.48622E+01 


3 £.73000E*01 3.48166E+01 


4.5.4, Exercícios de Fixação 


4.5.4.1. A função y = f (x) passa pelos pontos registrados na tabela 4.10. Pede-se: 


a) determinar o valor aproximado de (0,32) usando um polinômio interpolador de 2º 
grau, ou seja, calcular P> (0.32) 

b) calcular P3(0,32) Ж А Ж 

2 decus o valor de f (0,32), sabendo que a função f (x) é x3 - 42 – 2х 41 

а) calcular Еј = f (0,32) - P2(0,32) e E; = f(0,32) - P3(0,32) 
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e) comparar os valores de Ey e Ez calculados no item anterior. Sua conclusão era espe- 
tada? Por qué? 


Observação : Trabalhar com quatro decimais. 


Tabela 4.10 


x | 0,000 | 0,100 | 0,300 | 0,400 
y 1,000 | 0,761 | 0,067 | -0,376 


Sabe-se que a função у = f(x) é um polinômio de 49 grau e que passa pelos pontos: 
1,011), (0,5; 1,636), (1,0; 11,011) e (1,5; 51,636). 


a) determinar o polinômio interpolador de maior grau possível 
b) no cálculo de P(x) foi cometido erro de truncamento? Justificar sua resposta 


4,543. Usar os valores de e%0, ё0›2, ¿0:4 para determinar o valor aproximado de с01 еа co- 
ta máxima do erro de truncamento cometido. 


4.5.44. Mostrar que a interpolação linear é um caso particular da interpolação de Lagrange. 


4.5.4.5. Mostrar que a interpolação quadrática é um caso particular da interpolação de Lagran- 
pe. 


4.5.4.6. Calcular o número de operações necessárias para efetuar, uma interpolação quadrática 
(от 4 pontos, 


1) usando a fórmula da interpolação lagrangeana 
0) usando o método de Gauss para resolver o sistema (secção 2.2.1) 


4.5.4.7. Comparar os resultados dos itens (a) e (b) do exercício anterior. 
45.4.8. Calcular o número de operações necessárias para efetuar uma interpolação, aplican- 


йозе a fórmula de Lagrange tal qual a do exemplo 4.9, caso se disponha de uma tabela de cinco 
pontos. Comparar o resultado com o obtido no exemplo 4.10. 


,6. DIFERENÇAS DIVIDIDAS 


6.1. Conceito 


Seja у = f(x) a função que contém os pontos distintos (xj, yj), i = 


bees 


А derivada primeira da fungáo f (x) no ponto xo é definida por: 


fo) = lim 70) — f@o) 


(4.16) 
X X9 X — Xo 
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A diferença dividida de 12 ordem é definida como uma aproximação da deri- 
vada primeira, ou seja, 


fHxx]e 260-76) аа? 


X — Xo 


São usadas as seguintes notações para diferença dividida: 
fl LI І, Ау 


Fazendo х = x, em (4.17), tem-se a diferença dividida de 18 ordem em rela- 
ção aos argumentos xo e x4: 


feu) - fo) 


A» =f [a |= LA 


Pode-se verificar facilmente que: 
f [xo xi] = flxi,xo] (4.18) 


Em geral, a diferença dividida de 18 ordem pode ser definida por: 


Ayi = f[x; ха = fei) - fep (4.19) 
ži +i 
Lembrando que y; = f (х), vem: 
+ = 29 
Ay; = NE de (4.20) 
Xii - 54 
A diferenga dividida de ordem zero é, assim, definida: 
& ур = у] = f @pD = yi (421) 


Pode-se escrever a diferenga dividida de 18 ordem em fungáo da diferenga divi- 
dida de ordem zero: 
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Гоа) - Ре) 
Ay; = f mx] = Mu REA 


Xiti - хі 
—flxinl- f Dxil 

Xii - Xi 
Жун - Py (4.22) 
(0 Xi — Xi 


Genericamente, a diferenga dividida de ordem n é dada por: 


& yj = f px Ха ] = 


— f Duties Mit d — So Mit 
Xi +n Xi 
_ Ayiti A (423) 
Xi+n — Xi 


Exemplo 4.12 
Dada a fungáo tabelada 
Tabela 4.11 
i LE] 
0 0,3 3,09 
1 LS | 17,25 
2 | 24 [2541 
jode-se calcular: 
= = 1 Jo = 1725 -3,09 
Yo [xox 1 х= “503 11,80 
E = 2-31 = 2541 — 17,25 . 1360 
i [xox 1 ЖЫЗ 2-14 К 
pr = [xi xz ] [хь ху] 13,60 — 11,80 _ 
Jo = [xo xr 9*2] = ES xS arn 2103 = 1,00 
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E colocando-se tais valores numa tabela vem: 

Tabela 4.12 
i| и | Ау | By 
0 0,3 3,09 11,38 1,00 


15 | 1725 | 1360 | — 
2| 21 | 2541 | — = 


Observando a tabela do exemplo 4.12 nota-se que, com trés pontos dados, po- 
dem ser calculadas duas diferengas divididas de 12 ordem e uma de 28 ordem. Gene- 
ricamente, tendo п + 1 pontos disponíveis, pode-se calcular n diferenças divididas 
de 18 ordem, n — 1 de 2 ordem e assim sucessivamente, até uma diferença dividi- 
da de ordem n. 


Teorema 4.3: Se f (x) é uma função polinomial de grau л que passa pelos pon- 
tos (Xo, Уо), (х1, У1),...› (Xk , Yk), > > (ка, Yn), então a diferença dividida de 
ordem k, f [x, x; хина, ... охак 1 |, é um polinômio de graun — k. 


Demonstração por indução 
O teorema é verdadeiro para k = 1, pois da definição da diferença dividida de 


13 ordem, tem-se: 


fa] = £0 - fen 


Јо) = f@p + @ - x) Л x] 
Logo, f[x, xi] é um polinômio de grau n — 1 (n — К), já que f(x) é de grau 
n, (x — xj) é de 19 grau e f(x) é constante. 


Supondo que o teorema seja válido para k = p — 1, ou seja, a diferenga 
dividida de ordem p — 1, f(x, xp Xr+1, + . > Xi+p-2] é um polinômio de grau 
n —(p — 1), basta, agora, que se prove que ele é válido para k = p. 


A diferença dividida de ordem p é, por definição, igual a 


fx xy Xiti -+o Xitp-1 | = 
Е Рх р-а] — f [X it sx, s] 
X = Хнр-1 
f [x;, Xiti- - > хар ] é uma constante, já que entre seus argumentos não 
há a variável independente x; f [ x, xj... , Xj4p_2 lé de grau n - (p — 1) = 
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Fn — р + 1 por se tratar de uma diferença dividida de ordem p — 1, suposta verda- 
(ога na etapa anterior, e (x — x;4p -1) é de 19 grau. Logo, 
Ms, х,х+1,..., Xi+p-1] 6 de grau n — p (= n - K). 


Corolário: Se f(x) é uma função polinomial de grau n, então, todas as diferen- 
015 divididas de ordem n são iguais a uma constante e as de ordem п + 1 são nulas. 


Deixamos para o leitor esta demonstração. 


4.6.2. Fórmula de Newton para Interpolagáo com Diferenças Divididas 


Sejam os п + 1 pontos distintos (x; у),і = 0,1,2,...,ne Pa(x) o poli- 
Tiômio interpolador de grau п que conterá estes pontos. 


Pela definição de diferença dividida tem-se: 


Pai = Pa 
Plx, xo] = PA 
Logo, 
Риф) = Palo) + & хо) Px, хо] (4.24) 


Р|х, xo] — Pixo xil 
х х 


Mas, P[x хо, хі ] = 
ou 

Pix. xo] = Pixo xi] + @ — xi) P[x,xo ху] (4.25; 
Levando (4.25) em (4.24) vem: 


Pn(x) = Palxo) + (x — xo) Pixo xil* 
t @ = хо) @ - x) Р[х, xo xí] (4.26) 


Mas P[x, xo xi] = € — x) P[x, xy x» xa] t PÍxo xo x ] (427) 


Levando (4.27) em (4.26) vem: 


Р(х) = Paleo) + G — xo) Р[хо, х1] + 
+ @ — xo)(@ - ху) Plxo xy xa ] + 
+ (к — xo) — xi) (х — x2) Pho xo x, xa] (4.28) 
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Continuando com o desenvolvimento de P [ x, xo, х1, х ] em (4.28), encontra-se: 


Раб) = Рабо) + (х- xo) Рк x1] + (к xo) —xi) PIxo x, ха] + 
+ (к= хо) бхр) (хо) Р[хо, Xi, X хз] t... + 


+ (к хо) (х ху) (к х2)... (= xn) P[xo хь... xn] + 
+ Œ- xo) x1) схо)... Gm) Pos xo хх... Хп} 
Mas, como Pn (x) é de grau n, resulta que P [x, хо, X1, .. . , Xn] = O pelo corolário. 


Fazendo Pa (хо) = уо, vem: 


Palo) = уо + (с xo) Р[хо, xil + (х— хо) б —x i)P[xo, x xal +...+ 
+ xo) Gc xi) (x3). Œ- xn-1)P [xo xu xn]. (429) 


Sabe-se que Ayo = P[xo xi... х1]. Logo, (4.29) pode ser escrita da seguinte 
maneira: 


Р(х) = Yo t (x хо) Ayo + — хо) (х – х) yo +... 
+ @-—xo)@ x). 0 Xn) A yo (4.30) 


(4.30) é o polinómio interpolador de Newton, usando as diferencas divididas. A 


fórmula (4.31) se apresenta mais sintética: 
dE 


һб) =уо + $5 М» |] e- (431) 


i 


Exemplo 4.13 


Determinar o valor aproximado de / (0,4), usando todos os pontos tabelados 
da fungáo f (x). 


Tabela 4.13 
i xi | л 

o | 00 |1008 
1 | 02 |1064 
2 | 03 |1425 
з | 05 |1343 
4 | 06 |1512 
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a) Construção da tabela das diferenças divididas: 
Tabela 4.14 

[ a и бу Ағ; Ayi КУЛ 

0 00 1,008 0,280 1,100 1000 0,000 

1 02 1064 0,610 1,600 1000 — 

2 03 1125 1,090 2000 pas 

3 0,5 1,343 1,690 — -- — 

4 086 1512 


b) Cálculo de P (0,4): 


P(0,4) = yo + (04 —xo) * Ayo + (04 —x0) (04 — xi) * À2yo + 
+ (0,4 — хо) (04 — x1) (04 —x2) * A3yo + 
+ (04 —x9) (0,4 — x1) (04 —x,) (04 —x;) * А4 

o4 = 1216 


[Observação: A construção da tabela abaixo diminui o número de operações a serem 
йаз. 


| 


| 


| Tabela 4.15 
| i 1 0 1 2 з 
Di = (x — xi) 04 02 0,1 - 0,1 
0,4 0,08 0,008 | - 0,0008 
PRIM 


(0,4) = yo + Prodo Дуо + Prod; A2yo + Prod, А?у, + Ргойҙ Айуу 
(0,4) = 1216 


46,3. Erro de Truncamento 


A fórmula de erro de truncamento para a interpolagáo de Newton é a mesma 
de Lagrange (4.15), tendo em vista que as duas utilizam polinómios de mesmo 
au. 
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Exemplo 4.14 


Resolver o exemplo 4.10 aplicando o polinómio interpolador de Newton. 


a) Construgáo da tabela de diferengas divididas: 


Tabela 4.16 
a ^y 
i ч ж бу; Ёз» Ny; Ay; 
0 000 1000 10,010 1300 10,000 | 10,000 
1 оло 2001 10400 7300 20,000 — 
2 030 4,081 14,050 | 25300 — — 
3 0,50 8,296 31,760 — -- -- 
4 100 21,000 
Construção da tabela das diferenças e produtos: 
Tabela 4.17 
i 0 1 2 3 
ру = (-х) 02 Dn EN -04 
i 
E 00008 
Prod; = TI «-х) 02 0,02 0002 00: 
9 


Aplicação da fórmula: 


3 4 
Р(х) = yo + Prodo Ayo + Prod; À2yo + Prod; A*yo + Prod; Ato 


Р(02)- 3,016 


b) Na construgáo da tabela foram calculadas 10 diferenças divididas, envol: 
vendo cada uma delas 2 adições e 1 divisão; logo, foram efetuadas 20 (+) e 10 (3). 


Na construgáo da tabela de diferengas e produtos foram realizadas 4 (+) e 


3(x). 


Na aplicação da fórmula toram necessárias 4 (+) е 4 (x). 
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Logo, o total de operações realizadas é o seguinte: 


nº de nº de n9 de 
L FÓRMULA DE INTERPOLAÇÃO | пада | mutiplicações | divisões | (ші 
NEWTON 28 ? 10 | 45 


4.6.4. Implementação do Método de Newton 


Seguem, abaixo, a implementacáo do método pela sub-rotina DIFDIV e um 
@хетр1о de programa para usá-la. 


46.4.1. SUB-ROTINA DIFDIV 


SUBROTINA DIFDIV 


OBJETIVO : 
INTERPOLACAO DE UM OU MAIS VALORES NUMA FUNCAO TABELADA 


METODO UTILIZADO : 
INTERPOLACAO DE NEWTON COM DIFERENCAS DIVIDIDAS 


uso : 
CALL DIFDIUCTAB,NMAX, MMAX,N,NPI,X,Y) 


PARAMETROS DE ENTRADA : 
TAB 3 MATRIZ QUE CONTEM OS PONTOS CONHECIDOS DA 
FUNCAO 


NHAX — : NUMERO MAXIMO DE LINHAS DECLARADO 

MMAX 2 NUMERO MAXIMO DE COLUNAS DECLARADO 

N = NUMERO DE PONTOS DA TABELA 

NPI : NUMERO DE PONTOS А SER INTERPOLADO 

x 3 VETOR QUE CONTEM AS ABSCISSAS DOS PONTOS 


INTERPOLADOS 


PARAMETROS DE SAIDA : 
Y ? VETOR QUE CONTEM AS ORDENADAS DOS PONTOS 
INTERPOLADOS 


SUBROUTINE DIFDIU(TAB, NMAX, ММАХ, А, NPL,X,Y) 


INTEGER I,IC,IK, IX, IY, J, K KK ,LF LI, L1, L2, M, MMAX, N, NC, NL, 
F ММАХ,МРІ,МІ 
REAL P,Q, ТАВ (NMAX,MMAX),X(NMAX),Y(NMAX) 
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NL=N 
Prem 
M=N-1 URITE(2,61)(1,1=L4,L2) 
8 Kei са FORMAT(ÁHO, 4X, ANT, 7X, 3HDIU,4(C42X,3HDIU), 
(9 MONTAGEM DA TABELA DE DIFERENCAS DIVIDIDAS БУУЙ к $азх, 15,77) 
t IYsNL-IE 
DO 20 15144 
Bo do in. м 3 Э 
Р-ТАВСІЗІ,1-19-ТАВ(1,1-1) L2 ы-і 
кек 2.25 Е 
БЕТА CIK, D - TAB (1,10 " po RTTE C2, 204, CTAB (1,2 , JeL1 L2) 
TAB(1,J)=P/Q ^ 
10 CONTINUE 
М=н-1 30 
K=K+1 K=MOD(N1,5) 
20 CONTINUE LF=LF+K 
с Lá=LI-: 
e FIM DA MONTAGEM PASE 2 
с ITE 61)(1,I=L1,L2 
‚м. 
с IMPRESSAO DA TABELA DE DIFERENCAS DIVIDIDAS 9270.42 АЛА 
c Bero m 
URITE(2,24) 22 IMIX-Í 
24  FORMAT(1H1,25X,31HTABELA DAS DIFERENCAS DIVIDIDAS,//) deri 
NCSNI/S WRITE(2,23)J,(TAB(I,J),J=LI,L2) 
LI=1 90 CONTINUE 
LF=0 100 CONTINUE 
IF(NC.NE.0)GO TO 40 c 
X=MOD(Ni,5) c FIM DA IMPRESSAO 
KK=K-2 с 
КАЗНЫ AR ini: НА, 14X,2HY ,2(12X,3HDIV),/ E 
22 FORMAT(ÍHO, 4X, 4HI,OX , zn c APLICACAO DA FORMULA DE 
в 4x, BULK, ARD) AX, 2014X,11),/7) e NEWTON 
DO 30 1=1,N 
1YsN-I42 WRITE(2, 101) 
те INOCS, IY) 101 — FORMAT(S(/),SX,20HTABELA DE RESULTADOS, /) 
-4 ЭЕ iog NEG, 102) 
WRITE, 23)J, (TABI, D 2 FORMAT(ÍHO,4X, 4HI,8X, 1 HX, 14X, íHY,/,15X, 4H 
23 FORMAT(AX, 12, (3X, 1PE42.5)) DO 420 K«i;NPl 1,14X,4HI,/) 
30 CONTINUE P=1. 
80 TO 400 Y(K)=TAB(1,2) 
40 CONTINUE DO 110 1=3,Nt 
00-80 IC-1,NC =Px(X(K)-TAB(I-2, » 
LFSICAS Yos O TAB CL, TA 
IF(IC.NE.i)60 TO 60 110 CONTINUE 
WRITEC2, A1) CI, Imi, 3) » c 
m FORMAT сано, 4X, ЕНІ, ВХ, 1HX, ЗАХ, 2НҮ ,3(12X,3HDIV),/, [3 IMPRESSAO DOS RESULTADOS 
8 1X, BC4AX, ID 1X 2 CLAX 1 17 с 
DO, o Іші,М WURITE(2,114)K,X(K),YCK) 
Led 114 FORMAT (ÍHD,3X,12,2(3X, 1PE12.5)) 
INO(CS,IYO 120 CONTINUE 
| RETURN 
(2,422J, CTABCL, JD , Fei, ГО END 
42 БОНМАТ(С4Х,12,5(3Х,1РЕ42,5)) шоо C ERE 
50 CONTINUE 


NI 2 
50 TO 80 
60 CONTINUE 
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, PROGRAMA PRINCIPAL 


€ 
с 
с PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA DIFDIV 
с 
с 
INTEGER I,MMAX,N,NMAX,NPI 
REAL TABELA(20,24),X(20), Y C20) 
NMAX=20 
MMAX=NMAX E 4 
READ, LN, NPI 
4  FORMAT(2I2) 
Ë N : NUMERO DE PONTOS DA TABELA 
с NPI : NUMERO DE PONTOS à SER INTERPOLADO 
DO 40 I=4,N 
READ CL, 2) TABELACI, £2, TABELACI, 2) 
2 FORMAT (2F 10.0) 
C TABELA : MATRIZ QUE CONTEM 08 PONTOS CONHECIDOS DA 
с ғимсао 
10 CONTINUE 
ВЕА0(1,41)(Х(12,1-4,МР1) 
11  FORMAT(BF10.0) 
с x : VETOR QUE СОМТЕН AS ABSCISSAS DOS PONTOS 
с INTERPOLADOS 
с 
CALL DIFDIULCTABEL A, NMAX, Мах, №, NP T x, Y) 
с 
CALL EXI? 
END 
Exemplo 4.15 


Seja f (x) conhecida apenas nos pontos tabelados abaixo: 


Tabela 4.18 

i ч vi 

0 1 2,69315 
1 3 8,30259 
2 6 15,6109 
3 7 179120 
4 9 224067 
5 11 |268040 
6 15 354205 
7 18 41,7838 


determinar f(5), £(10, 2) e £(17,3). 
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Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 


Dados де entrada 


83 

1., 2.69315, 
3, 8.30259, 
6., 15.6109, 
7., 17.9129, 
9., 22.4067, 


18., 41.7838, 
5., 102, 173, 


Os resultados obtidos foram: 


-- 
TABELA DAS 
x Y 
1 І 
1.00000E«00 2.69315E+00 


3.00000E+00 
6-00000E*00 
7.00000E+00 
?.00000E«00 
1.10000E*01 
1.50000€+04 
1.80000E+04 


DIV 
3 
6.66214Е-03 
2.63893E-03 
1.14843E-03 
5.94248Е-04 
3.00310Е-04 


DIV 


Jy 
5.99712E-08 


5.00000E+00 


8.30259E+00 
1.56109E+01 
1.72120E+01 
2.24067E+01 
2.68040E+01 
З.54205Е+01 
4.17838E*01 


DIV 
4 
-5.02901E-04 
ті.8634ЗЕ-04 
-6.15758E-05 
-2.67216E-05 


DIV 


ABELA DE RESULTADOS 


1.32581Е+01 


DIFERENCAS DIVIDIDAS 


DIV 
£ 


2.80472E+00 
2.43610E+00 
2 301 10E+00 


00 
2.12410Е%00 


DIV 
5 
3.16588E-05 
1.03947Е-05 
2.90451E-06 


ci.21748E 
77 . 420 
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z 1 .02000E+01 2.50542E+01 


3 1.73000E+01 4.02998E+01 


4.6.5. Comparação entre as Interpolações de Newton e de Lagrange 


No quadro abaixo é mostrado o número de operações efetuadas quando são 
empregadas as fórmulas de interpolação de Newton e de Lagrange para um conjunto 
de n pontos: 


Sperações nº de по de n? de 
ОТ, adições multiplicações | divisões total 
NEWTON ntn-2 22-5 n эл? t 5n - 10 
2 2 
LAGRANGE | nº+n-1 na 2n эп? +3n - 2 


3n? + Sn -10 < 22 +3n-2 para n 2 2 
2 


O número de operações efetuadas quando se utiliza a fórmula de Newton é 
inferior ao número de operações da fórmula de Lagrange. Entretanto, se no pro- 
blema a ser resolvido existem, para um mesmo conjunto de x, várias funções у, nas 
quais devem ser feitas interpolações, é vantajoso o emprego da fórmula de Lagran- 
ge, pois a tabela de diferenças е produtos, uma vez construída, seria usada tantas 
vezes quantas fossem as interpolações, bastando para isso substituir-se os valores 
de y. 


4.6.6. Exercícios de Fixação 


4.6.6.1. A tabela 4.19 relaciona o calor específico da água em função da temperatura. Calcu- 
lar o calor específico da água а uma temperatura de 25°С, usando um polinômio de 39 grau e: 


a) a fórmula de Lagrange 
b) a fórmula de Newton 
с) comparar os resultados obtidos nos itens anteriores com o valor real 099852 
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Tabela 4.19 


TEMPERATURA (ºC) | CALOR ESPECIFICO 


20 0,99907 
30 099826 
45 099849 
55 099919 


4.6.6.2. A velocidade > (em m/s) de um foguete lançado do solo foi medida quatro vezes, г 
segundos após o lançamento, e os dados foram registrados na tabela 4.20. Calcular usando um 
polinômio de 49 grau, а velocidade aproximada do foguete após 25 segundos do lançamento. 


Tabela 4.20 


tempo (s) 0 8 20 30 45 


yelocidade (mls) 0,000 52,032 160,450 275,961 370,276 


4.6.6.3. A figura 4.3 mostra о esboço do leito de um rio. A partir de uma linha reta, próxima a 
Uma das margens, foram medidas distâncias (em m) entre esta linha reta e as duas margens do 
іо, de 15 em 15 metros, a partir de um ponto tomado como origem. Tais dados foram registra- 
dos na tabela 4.21. Determinar o valor aproximado da largura do rio nos pontos que distam 
10, 20, 40 e 50 metros da origem (tomados na linha reta). 


Tabela 4.21 
x 0 15 30 45 60 
yM) 50,00 86,00 146,00 73,50 50,00 
y Mz) 112,50 154,50 195,00 171,00 95,50 
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47. INTERPOLAÇÃO COM DIFERENÇAS FINITAS 
4.7.1. Conceito de Diferença Finita 
Muitas vezes são encontrados problemas de interpolação cuja tabela de valo- 


res conhecidos tem, de certa forma, características especiais, ou seja, os valores de 
xi (i =0,1,2,...,n) são igualmente espaçados. 


Assim, x; + 1 — xj = h, para todo i, sendo й uma constante. 


Exemplo 4.16 


Seja a função f (x) definida pela tabela: 


Tabela 4.22 
i хі yi 
0 0,01 101 
1 003 109 
2 005 125 
3 007 149 


Os valores de x sáo igualmente espaçados e # = 0,02 


Caso fosse pedido para se determinar f(0,02), f(0.04) е f(0.065), conhecen- 
do-se os valores da fungáo f (x), que constam da tabela do exemplo 4.16, sem dú- 
vida alguma seria possível encontrar uma aproximação para cada valor pedido usan- 
do-se a fórmula de interpolação de Lagrange ou a de Newton. Contudo, deve-se 
aproveitar o fato de que tais pontos possuem abscissas com espagamento constante, 
о que simplifica a fórmula de Newton. 


Em primeiro lugar, é necessário introduzir uma variável auxiliar z, cujo valor 
é dado por: 


_ x— xo 
Ж AE 
Logo, (x—xo) = zh 

= (x-(xo*th) = x-xo—h —zh-h- h(z-1) 


«-х) 


Gm) = боки - DA) - x xo (- Dh — 
ha Dh = hi -(n- 1) 
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[ Assim, levando estes últimos valores na fórmula (4.30) vem: 


Pn(x) = yo + hz * Дуо + h2zG — 1): Mygo t... 
+ hz- 1)... (0 0) * A yo (4.32) 


| Torna-se agora necessário introduzir o conceito de diferenga finita (válido 
penas quando x; + 1 — x; = h, para todo i): 


| 
| 

| a) de ordem zero: A9y; = y; (4.33) 
| b) de primeira ordem: Ay; = yi&1—yi = Абур+1—Лбу (4.34) 
| с) de segunda ordem: Ay; = Ayr & 1 — Ayi (4.35) 
| d) de orden n: Ay = A" "yia i - A" yi (4.36) 
(Exemplo 4.17 


l Construir a tabela das diferenças finitas para a fungáo dada pela tabela 4.23 


Tabela 423 
x Ж 
35 | 982 
40 10,91 
45 12,05 
50 13,14 
5,5 16,19 
Tabela 4.24 
і хі ди Му By Na 
0 35 982 1,09 ops | -o10 | 21 
1 40 | 1091 14 -0,05 201 
2 45 | 1205 1,09 196 - EH 
3 so | 1314 | 305 22 ES = 
4 55 1619 


O teorema a seguir relaciona as diferenças divididas e finitas. 
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4.7.2. Fórmula de Gregory-Newton 


Teorema 4.4: Seja a função y = f(x) definida pelos pontos (xi, yi), i = 


= 0,1,2,..., n, tais que xi+ 1 — x; = h, para todo i. 


Por indução: 


Paran = 1 о teorema é válido, pois: 


Ayi _ Ayi 


ho nn 


Supondo-se que ele seja válido paran — p — 1 


E 
АР = AP- y; 
5 e-nyue-D 
pode-se provar que ele é válido paran = p: 
Артуу АРТЫ 
АРу = Ea TA por definição. 
Xíi+ p — Xi 
Mas 
ДР-1у + 
AP-lyi+ = zum COMER 
(p- 1) 140-0 
AP y 
Реа — — 9. 
(p -1) 14€ -d 
Xi+p— Xi = ph 
Entáo, 
Ara | _ | АРСЫ 
n (p- 1) 127? (p- D) 146-7? 
у = = 


ph 


Interpolação 193. 


ру = АРТУ — AP ly: Ay 
Y DOO DIh R7 р 


Levando o resultado do teorema na fórmula (4.32) vem: 


Ду, My, 

Р(х) = yo + hz ° i + h2zG 1) ° Ta 
п 

eG — D)...G —- 0) ° Асын 


ou 


(FED em), 


ҮЛ. NY (4.37) 


que é conhecida como a fórmula de interpolação para diferenças finitas de Gre- 
gory-Newton. 


O leitor deve mostrar que o erro de truncamento pode ser escrito como: 


+1) 
Ер = We -DE- Den `+ SD ам) 
(п +1)! 


Exemplo 4.18 


Resolver o exemplo 4.1 empregando a fórmula de interpolação de Grego- 
ry-Newton. 


a) Construção da tabela das diferenças finitas: 


Tabela 4.25 
x E, Ay; By; By; 
n 1950 352.724 331.184 219.938 | -191.100 
1 1960 683.908 551422. 28.838 mend 
2 1970 | 1235030 | 579960 p " 
3 1980 | 1814990 e = ss 
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b) Cálculo do valor de z: 
c) Cálculo de Р;(1975): 
P3(1975) = 352.724 + 2,5 * 331.184 + — * 219.938 + 


2,5(2,5 — 1)(2,5 — 2) 


3i * (191.100) 


P3(1975) = 1.533.349 


Em 1975, Belo Horizonte tinha, aproximadamente, 1.533.349 habitantes. 


Exemplo 4.19 


Dada a função y = f (x), conhecida pelos pontos da tabela abaixo, calcular: 


а) P4(0,25), empregando a fórmula de Gregory-Newton 
b) o número de operações efetuadas no cálculo do item (a) 


Tabela 4.26 
i ч Yi 

0 0,10 0,125 
1 020 0,064 
2 0,30 0,027 
3 0,40 0,008 
4 0,50 0,001 


a) Cálculo de P4(025): 
al) construção da tabela de diferenças finitas: 


195 


Interpolação 
Tabela 4,27 

i хі Ji Ау By Ay Ay 
o | о 0125 | -o06 | 0024 | -0006 | 0,000 
1 | o2 0064 | -0037 | 0018 | -006 | — 
2 0,30 0,027 -0,019 0,012 -- жам 
3 | 040 0,008 | -0,007 = = - 
4 0,50 0,001 


22) Cálculo de z: 


х-җ _ 025-010 _ |, 


z- E 


0,10 


33) cálculo de P4(0,25). 


(025) = 0,125 +15 + (0061) + 1505) . 0024 + 
2 


А LS • (0,5) • (0,5) , 


6 


y 25 (05) ° 


Pa(0,25) = 0,043 


b) Cálculo do número de operações efetuadas em (a): 


0,5) * 
24 


b1) tabela de diferengas finitas: 


10 adições 


b2) cálculo de z: 


1 adição 
1 divisão 


b3) cálculo de P4(0,25): 


10 adições 
10 multiplicações 
3 divisões 


Total: 23 operações 


(-0,0006) + 


ES. 0,000 
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4.7.3. Comparação entre as Interpolações de Newton e de n? + 9n — 12 < 32 +5n — 10 paran > 2 
Gregory-Newton 2 2 


Para interpolar um valor usando a fórmula de Gregory-Newton numa tabela 


de n pontos são necessárias: Portanto, o método de Gregory-Newton deve ser usado sempre que a tabela 
for composta por pontos eqüidistantes. 


a) na construção da tabela de diferenças finitas: 


n (+) З "TS 
AC | 4.7.4. Exercícios de Fixação 
b) no cálculo de z: 4.74.1. Resolver o exercício 4.6.6.3 empregando a fórmula de Gregory-Newton." 
10 4.7.42. Na tabela 4.28, d é a distância, em metros, que uma bala percorre ao longo do cano de 
Wm canhão em £ segundos. Encontrar a distância percorrida pela bala 5 segundos após ter sido 
10 disparada, usando todos os dados abaixo. 


c) na construção da tabela de diferenças e produtos de z: 


і 0 1 уме n-2 Tabela 4,28 
z 2-1 deed z-(n-2) 
16) 0 2 4 6 8 
у dm 0,000 0,049 0,070 0,087 0,103 
2 26-1 i G- (-2) 
-2 (4) 4.7.4.3. Durante trés dias consecutivos foi tomada a temperatura (em 9C) numa região de uma 
п 209 Cidade, por quatro vezes no período das 6 às 12 horas. Determinar, usando todos os dados da 


tabela 4.29, a média das temperaturas dos trés dias ás 9 horas. 


d) no cálculo de Py -1 (x) 


n-1() Tabela 4.29 
n-1() 
n-2() E 
ur CO hora 1 2 3 
"PCS ; 
ou seja, n? + 3n -4 (+),21-3(х),п— 1 C) 
2 6 18 17 18 
8 20 20 21 
FR 10 24 25 22 
Resumindo: | 0 п 5 2 
operações nº de nºde nºde | 
fórmula adições | multiplicações | divisões total 
NEWTON Я-а-2| ж-3 Pon |+ 10 47.44. Dada a função f (x) = 10x + 2x + 1, usando os valores de f 0,0),/ (0,1), f (0,2)e 
— (0,3), calcular P3(0,15). 
GREGORY- ni tn 4 2n 3 n-1 | rm *9»- 12 
NEWTON. 2 2 7.45. Qual é a cota máxima do erro de truncamento cometido no cálculo do exercício ante- 


г? 
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4.8. EXEMPLO DE APLICAÇÃO DE INTERPOLACAO 


4.8.1. Descrição do Problema 


Um fazendeiro, verificando a necessidade de construir um novo estábulo, es- 
colheu um local próximo a uma nascente, de forma que, perto do estábulo, pudesse 
ter também um reservatório de água. Junto à nascente ele construiu uma barragem 
e instalou um carneiro, para que a água pudesse chegar ao reservatório. 


Verificou-se que: 


a) A vazão da fonte de alimentação era aproximadamente de 30 litros por 
minuto. (Quantidade de água que aflui ao carneiro.) 


b) A altura de queda era de 6 metros. (Altura entre o carneiro е o nível da 
água da fonte de alimentação.) 


O reservatório se encontrava a uma altura de recalque de 46 metros. (Altura 
entre o carneiro e o nível da água no reservatório.) 


Munido destes dados, o fazendeiro gostaria de saber quantas vacas leiteiras 
poderiam ocupar o estábulo, sabendo que o consumo diário de cada uma, incluindo 
asseio do estábulo, é de 120 litros. 
nível da 
água 


fonte de alimentação 


nível da água 


4.8.2. Modelo Matemático 


Para resolver o problema deve-se calcular a vazão de recalque, que é a quanti- 
dade de água elevada. Para isso tem-se de aplicar a fórmula: 


h 
=o“ R 
q = 0 
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q — vazão de recalque 
Q - vazão da fonte de alimentação 
h — altura de queda 

H — altura de recalque 

rendimento do cameiro 


onde: 


ж 


Conclui-se, portanto, que para determinar o valor de q 6 necessário conhecer 
O rendimento do carneiro. 


A tabela 4.30 relaciona a razão entre as alturas H/h e o rendimento do carnei- 
To instalado. 


Tabela 4,30 
ГЛ R 
60 0,6728 
6,5 0,6476 
7,0 0,6214 
7,5 0,5940 
80 0,5653 
8,5 0,5350 
90 0,5029 

4 
Como Н = 46 me h = 6m, teme Ë = 4 = 2,67, 


Consultando-se a tabela verificou-se que para calcular o R associado ao valor 
de Н/һ encontrado deveria ser feita uma interpolagáo. 


4.8.3. Solução Numérica 


Como os pontos da tabela são igualmente espaçados é conveniente emprogar 
а fórmula de interpolação de Gregory-Newton, por ser apropriada para conjuntos 
Че pontos como este e exigir um menor esforço computacional. 


a) Construção da tabela das diferenças finitas: 


Tabela 4.31 

ч ж Ay; By By 4% у 45, 
o | во | 0,6728 | -00252 | -0,0010 | -о0002 | 0,0001 | -0,0003 | 00006 
1 | 65 | 0,6476 | -0,0262 | -0,0012 | -0,0001 |-0,0002 | 0.003 | — 
2 | то | 06214 | -00274 | -0,0013 | -0,0003 | 00001 | — НЕ 
3|75 | 0,5940 | -0,0287 | -0,0016 | -0,0002 | — joe ЖЕ 
4 | во | 0,5653 | -0,0303 | -0,0018 | — = = = 
5 |85 | 05350 | —00321 
6 | 90 | 0,5029 
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b) Cálculo do valor de z: 


= 1,67 — 6, 
0,5 


= 3,34 


c) Cálculo de P (7,67) SR: 


(0,0010) + 


3,34 x 2,34 
р(т,67) = 0,6728 + 3,34 x (0,0252) + > ——— 


3,34 х 2,34 X 1,34 x 0,34 


x0,0001 + 
24 


5 3,34 x 2,34 x 1,34 


: x (-0,0002) * 


+ 334 X 234 х 134 x 034 х (06) x ( 0,0003) + 
120 


+ 334 X 234 x 1,34 х 0,34 x (-066) х (-1,66) x 0,0006 
720 


P(7,67) = 0,5844 , logo R 20,5844 
itui id fórmulaq — otr vem: 
Substituindo os valores conhecidos na fórmula q g^ 


q=30 x 5 x 0,5844 = 2,29 litros/minuto. 
Logo, em um dia entram no reservatório 2,29 х 60 х 24 = 3.297,60 litros do 
água. 


Ora, como uma vaca leiteira consome 120 litros de água por dia, incluindo 0 
asseio do estábulo, conclui-se daí que o estábulo comporta 27,48 vacas. 


4.8.4. Análise do Resultado 


O fazendeiro pode colocar até 27 vacas leiteiras no estábulo, pois a quantidade 
de água lançada pelo carneiro é suficiente para mantê-las. 
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4.9. EXERCICIOS PROPOSTOS 


43.1. Determinar Рз(7]4) sabendo que: 


P340) = 


P33) = 1/2 
Po = ү/3/› 


Бу(т2) =0 


43.2. A função cos x passa pelos pontos da função Рҙ(х) citados no exercício anterior. Calcu- 
lar o erro de truncamento máximo cometido na aproximação da função trigonométrica pela po- 
Jinomial. Comparar o resultado obtido no exercício 4.9.1 com o dado pela calculadora. 


43.3. Determinar, usando todos os valores conhecidos das funções F(x) e G(x), o valor de 
F(G(O 25). 


Tabela 4.32 Tabela 4.33 
Ро) х Go) 
0,000 0,000 1,001 
0210 0,200 1,083 
0,690 0,400 1,645 
1,560 0,600 3,167 
3,000 0,800 6,129 


4,94. Determinar o polinómio interpolador que aproxima a função F(x) dada pela tabela 
4.32. 


43,5. Usar a fórmula de interpolação de Gregory-Newton para determinar a função polinomial 
(Ше passa pelos pontos dados pela tabela 4.33. 


4.96. Os problemas até agora vistos são da forma: 


“Dada a tabela de uma função y; = f(x), i = 0,1,2,... , п, pede-se para determinar 
9 valor aproximado de y correspondente a um x não pertencente à tabela e compreendido entre 
i valores de xo e xp”. 


Entretanto, o problema inverso pode ser encontrado. 


| "Dado um y nào pertencente à tabela e compreendido entre Yo € yn, determinar o valor 
liproximado de x que Ihe é associado”, 


Este é um problema de interpolação inversa e, para resolvê-lo, basta fazer uma troca de 
láveis. O que era variável independente passará a ser dependente e vice-versa 


Resolver o problema abaixo considerando o que acabou de ser exposto: 


Determinar o valor aproximado de x para y = 0,9500, usando todos os valores da fun- 
|) = sen x, x em radianos, registrados na tabela 4.34. 


Tabela 4,34 
E 0 1 2 3 
x 1,7500 1,8000 1,8500 1,9000 
» 09840 | 0,9738 | 0,9613 | 0,9463 | 
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alcular o valor aproximado de x para que 


4.9.7. Com as tabelas 4.32 e 4.33 do exercício 4.9.3, c: 
setenha F(G(x)) = 0,500. 


то pontos da tabela 4.20 do exercício 4.6.6.2, determinar aproximadamen- 


49.8. Usando quat 
elocidade de 150 m/s. 


te o tempo gasto para o foguete atingir uma v 


49.9. Construir а tabela de log x, usando 6 pontos igualmente espaçados, de tal forma que 
ху = 2,00 e xs = 3,00. Determinar o valor aproximado de x tal que log x = 0,40. 


49.10. Usando quatro pontos da função f(x) = х2, para x igual a 1, 2,3 e 4, determinar o 
valor aproximado de V12. 


4,91. Considerando a tabela 4.35, onde estão representados alguns pontos da função /(г) = 
=", determinar o valor aproximado de 0,52, 


Tabela 4.35 


x 0,000 0,008 0,064 0216 0,512 
fo 0,000 0,200 0,400 0,600 0,800 


49.12. Usando a tabela construída no exercício 4.9.9, determinar o valor aproximado de 
log 25. 


439.13. Usando а tabela construída nó exercício 4.9.10, determinar o valor aproximado de 


76,5). 
4.9.14. Considerando а tabela 4.35, calcular aproximadamente o valor de E / 0,050. 


deira (altitude = 2.890 m), 


4.9.15. А que temperatura a água entra em ebulição no Pico da Ban: 
conforme mostra a tabela 


sabendo que o ponto de ebulição da água varia com a altitude, 
4.36. (Usar os cinco pontos mais próximos de 2.890 m.) 


Tabela 4.36 
Altitude Ponto de Ebulição 
(m) da Agua (9C) 

850 97,18 
950 96,84 
1.050 96,51 
1150 96,18 
1.250 9584 
2.600 9134 
2.700 91,01 
2.800 90,67 
2.900 90,34 
3.000 90,00 
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4.9.16. Usando os cinco pri 
3 primeiros pontos da tabela 4.36, determi 
Água em um local de Belo Horizonte que possui altitude igual 21.00% мыл.) 


4.9.17. А velocidade do som па água varia com a te peratura. Usando os valores da tabela 
gu: m a temperatura. U: 
Ў . 
8.37, determinar o valor aproximado da velocidade do som na água a 100°C. 


Tabela 4.37 
Temperatura Velocidade 
ос) (m/s) 
86,0 1.552 
93,3 1.548 
98,9 1.544 
1044 1538 
1100 1.532 


49.18. А tabela 4.38 relaciona a quantidade ideal de calorias, 


Para homens e mulheres que pos: ivi ea 
ente satus 6 mulheres que possuem atividade física moderada 


om função da idade е do peso, 
e vivem a uma temperatura am- 


Determinar a cota aproximada de calorias para um homem: 
a) de 30 anos que pesa 70 quilos 
b) de 45 anos que pesa 62 quilos 
€) de 50 anos que pesa 78 quilos 


Tabela 4.38 
COTA DE CALORIAS (em kcal) 
551089 [ет anos] Homens Idade (em anos] Mulheres 
45 65 25 45 65 
a z = 1.750 
2200 2350 1.950 2.050 ог 120 
2850 | 2700 | 220 | 2390 | 2200 | isso 
E ў 550 1 
3.550 3.350 2.800 кей y шін 


19, Usando 3 
] pontos da tabela 4. 
mulher de: нана 


1) 25 anos e 46 quilos 


8, determinar aproximadamente а cota de calorias para 


b) 30 anos e 50 quilos 
10) 52 anos e 62 quilos 
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4.920. Um automóvel percorreu 160 km numa rodovia que liga duas cidades e gaston, neste 
trajeto, 2 horas e 20 minutos. A tabela 4.39 dá o tempo gasto e a distância percorrida em 


alguns pontos entre as duas cidades. 


Tabela 4.39 
TEMPO | DISTANCIA 
(min) (m) 

o 0,00 

10 8,00 
30 27,00 
60 58,00 
90 100,00 
120 145,00 
140 160,00 


Determinar: РУ 
a) Qual foi aproximadamente a distância percorrida pelo automóvel nos primeiros 45 
minutos de viagem, considerando apenas os quatro primeiros pontos da tabela? 


b) Quantos minutos o automóvel gastou para chegar à metado do caminho? 


Capítulo 


Integracao 


5.1. INTRODUÇAO 


Se uma função f (x) é contínua em um intervalo Га, b ] e sua primitiva F (x) 
é conhecida, então a integral definida desta função neste intervalo é dada por: 


Pro а =F(b) - Ға) (5.1) 


onde F'(x) = f(x) 
Entretanto, em alguns casos, o valor desta primitiva F (x) não é conhecido ou 


de fácil obtenção, o que dificulta ou mesmo impossibilita o cálculo desta integral. 


Por outro lado, em situações práticas, nem sempre se tem a função a ser inte- 
prada definida por uma fórmula analítica, e sim por meio de tabela de pontos, o que 
torna inviável a utilização da equação (5.1.). 


Para se calcular o valor da integral definida de f (x), nas duas situações citadas 
[cima ou em qualquer outra, torna-se necessária a utilização de métodos numéricos. 


A solução numérica de uma integral simples é comumente chamada de qua- 
atura. 
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Os métodos mais utilizados e que seráo vistos neste capítulo podem ser classi- 
ficados em dois grupos: 


1) As fórmulas de Newton-Côtes que empregam valores de f (x), onde os valo- 
res de x são igualmente espaçados. 


2) A fórmula de quadratura gaussiana que utiliza pontos diferentemente espa- 
çados, onde este espaçamento é determinado por certas propriedades de polinômios 
ortogonais. 


Dentre as fórmulas de Newton-Côtes, serão vistas as seguintes: regra dos trapé- 
zios e 18е 28 regras de Simpson. 


Рага a obtenção das fórmulas de Newton-Cótes, é utilizado o polinómio in- 
terpolador de Gregory-Newton: 


- z@ - с- DG - 
Palo) = yo +z Ayo + “e yy DG 2). Nyot 


4 DE DEDO м +R, (5.2) 


X — Xo 


ondez — A 


R, é o resíduo da interpolação: 


R, = z@ - DG — Dom) pti pato e 


( + D! n 63) 


«&« 
Py(x) é o polinômio de r-ésimo grau. 


Aproximando a função f (x) em (5.1), pelo polinômio de Gregory-Newton, e 
integrando-o, obter-se-8o as fórmulas de Newton-Côtes. 


Esta aproximação se justifica, pois este polinômio é de fácil integração. 


5.2. REGRA DOS TRAPÉZIOS 
5.2.1. Obtenção da Fórmula 


Para a determinação da regra dos trapézios, é utilizado o polinômio de Gre- 
gory-Newton do 19 grau, ou seja, uma reta. 


Fazendo n 


1 em (5.2) e levando à equação (5.1) tem-se: 


rf re af? neo a= [yo ае 


Хо > dy =hde 
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Considerando a = xo e b = x, os intervalos de integração, tem-se para: 


x 


x 
II 


b 2 
rf’ [^ +z Ayo) dida ШЕ RE | 1 


a >z 


Logo, 


= Хо — Хо 
A =0 


0 


F ДЕ + 0,5 л»|= | %0501- E 


r=} Oo ty) 


que é a fórmula dos trapézios ou regra dos trapézios. 


5.2.2. Interpretação Geométrica 


fe) 


E ) 
n fep 1 
= 219) 
xı =b 


(x, 
B 
et 


[Figura 5.1. Regra dos trapézios. 


- 
x 


(5.4) 
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Pelos dois pontos do extremo do intervalo, fez-se passar uma reta e a integral 


de f (x) foi aproximada pela área sob esta reta. Da geometria, sabe-se que a área des- 
te trapézio formado é: 


4 Ll reo) +16] 


que é a própria fórmula dos trapézios. 


5.2.3, Erro de Truncamento 

A diferenga entre a integral exata de f (x) (área sob a curva f (x)) e a integral 
aproximada (trapézio) é o erro de integragáo. Tal erro é devido ao erro de trunca- 
mento cometido na aproximagáo da fungáo integranda pelo polinómio de Gregory- 
-Newton. Para a determinação desta área (do erro), basta que se integre o resíduo 
do polinômio interpolador (fórmula (5.3)). 


E 4 Ri dx f re e DÊ pg) h а 
3 2 
ua сү 
N 
Е-Е MB), а<Е<Ь 6.5) 


É interessante notar que nesta fórmula de erro, se f" > 0, então a fórmula 
dos trapézios dá um valor de integral por excesso; mas, se /” < 0, resulta um valor 
de integral por falta. 


Exemplo 5.1 


Calcular, pela regra dos trapézios e, depois, analiticamente, o valor de: 


3,6 
15 dx 
30 * 


Comparar os resultados. 


Integração 


a) Pela regra dos trapézios: 
p=" 6 ) 
== + 
27 Jı 


Comoy = 1/x, então: 


Ш 


Yo = l/xo = 1/3 
уу = Mx, = 1/3,6 
h = x, — xo = 3,6 — 3,0 = 0,6 


Logo, 
06 
1 E (1/3 + 1/3,6) = 0,18333 


Cálculo do erro: 


e] E 
Е-ІЕ me =D. 
n "O" 
Como 
3<8<56 
entáo 
Foi -2-2-2 
ші 8% 3 27 
(069 2 
ES жуы E i, . -3 
T m 1333 + 10 
Então: 


Т = 0,18333 - 1,333 + 1073 = 0,18200 


b) Pelo cálculo integral: 


6 
4 1/х dx = In (3,6) - In (3,00) = 0,18232 
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5.2.4. Fórmula Composta 
Uma forma que se tem de melhorar o resultado obtido utilizando-se a regra 


dos trapézios é subdividindo o intervalo [ а, Б | em п subintervalos de amplitude 
he a cada subintervalo aplicar-se a regra dos trapézios (fórmula (5.4)). 


foe» 


h 
- 
=хо ху Хр Хз Ха Xs Xn-1 Xp=5 x 
Figura 5.2. Aplicações sucessivas da regra dos trapézios. 
h h h 
I= Qo + уу) + Qi 13) tt Оп + Уп) 
2 2 2 
h 
I = (уо + 2y1 + 2y2 %...%2у,1 t yn) (5.6) 


5.2.5. Erro de Truncamento 
O erro total cometido é a soma dos erros cometidos na aplicação da fórmula 

dos trapézios a cada subintervalo. 
E = Eo + ЕЁ, + E, +...+ Ena (5.7) 
onde E; é o erro cometido na aplicação da regra dos trapézios no intervalo cujos 

extremos são x; е xj4,, OU Seja, 


3 


E, тілі e (5.8) 


Xp S ES x 
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Levando (5.8) em (5.7), tem-se: 
h 
us da 6.9) 


Pela continuidade de f(x), existea < & < b, tal que: 


Al 
пв) = E re (5.10) 
i=0 
Levando (5.10) em (5.9), tem-se: 
-h3 
ECL d) 
Como 
bis 
= —; 
então: 
E (b - ay 
LL pm), а<&<ь (5.11) 
12n 


Pode-se notar em (5.11) que, ao se subdividir o intervalo [ a, b ] em um gran- 
de número de subintervalos, o erro cometido tende a se tornar pequeno, pois o erro 
À inversamente proporcional ao quadrado de n. 


Exemplo 5.2 


Calcular a integral do exemplo 5.1 utilizando a regra dos trapézios composta 
subdividindo o intervalo de integração em 6 subintervalos. 


36 1 
El < 
i x 
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b-a 3,6 — 30 
NE = RC 
n 6 
Tabela 5.1 
š ж |у =f 
0 30 | 0,333333 
1 31 0,322581 
2 32 | 0,312500 
3 33 0,303030 
4 34 0,294118 
5 35 | 0,285714 
6 36 0277718 


h 
H -— ^ *2y, t 2y2 + 2y3 t 2ya t 2у5 +] 
1 = 0,182350 


Cálculo do erro: 


ba? 
eo ЖАС 


Como 3,0 < &< 3,6 


2 
[fS T “SE 
máx 


27 
Торо, 
I 06-30% 2 - 
Е = - >= :— = -3,704 * 10 
12-62 27 
Entáo: 


I = 0,182350 — 3,704 “ 1075 = 0,182313 


Pode-se observar que а precisão deste resultado é superior ao obtido utilizan- 
do-se a regra dos trapézios simples, como no exemplo 5.1. 
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[Exemplo 5.3 
| 


Calcular o valor da integral 


Lefi exea 
° 


Aplicando а regra dos trapézios composta e subdividindo o intervalo [ 0, 1] emn 
fubintervalos de tal modo que o erro seja mínimo. 


2 6-2, 
E oo "e 
Шу) = 2x + 3 
fe = 2 
Pr) = 0 
N- 6-2 S =o 

12 п? 


О erro será nulo para qualquer valor de n. Fazendo. então,n = 1, tem-se: 
h 
d 2 Oo + y1) 
3 G+5)=4 
2 


Como a regra dos trapézios aproxima por uma reta a fungáo integranda с sen- 
lo f(x) = 2x + 3 uma reta, o valor da integral obtido é exato 


12.6. Exercícios de Fixação 


Resolver os exercícios abaixo utilizando a regra dos trapézio. 


6.1. Calcular o valor da integral: 


76 EE 
|. 1+x 7 
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32.6.2. Calcular o valor da integral с o erro cometido: 


4,5 
1 ax 
4 x 


5.2.6.3. Calcular o valor da integral e o erro cometido: 


6 
I. =l Ab dr 


5.2.6.4. Calcular o valor da integral paran = 4: 


1 
13 сох 
9 1x 


Considerando que o valor exato desta integral é! = 0,6010, calcular a diferença entre 
este valor e o valor obtido neste exercício e, ainda, entre o valor exato e o valor obtido no exer- 


сісіо 5.2.6.1 


5.2.6.5. Dada a função у = f (x) através da tabela abaixo, calcular o valor de 


3 
d -f f(x) dx 
° 


Tabela 5.2 
i хі Л 
0 00 | 5021 
1 0,5 | 6,146 
2 10 | 6,630 
3 15 6,945 
4 20 | 7,178 
5 25 7,364 
6 30 | 7,519 


5.3. PRIMEIRA REGRA DE SIMPSON 


5.3.1. Obtenção da Fórmula 


A 12 regra de Simpson é obtida aproximando-se a função f (x) em (5.1) por 


um polinômio interpolador de 29 grau, Р, (x). 


Ро) E Р(х) = yo t z Ayo + 242 му, 
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ЕН 


Como 2 = 54 > dx = hdz 


Para se aproximar a função f (x) por um polinômio de 29 grau, serão necessá- 
rios 3 pontos: xo, хі exa, que deverão estar igualmente espaçados. 


Sejam xo =a ex, = b 
Fazendo-se uma mudança de variáveis, tem-se 


аса 


para: x =a >z = = 
h 


I=h ES + 2AYo ++ y, ] 
Sabe-se que: 
Ayo = Xi - Yo 


Nyo = ya — 20 + Yo 
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Logo, 


=] +20, - 70 4404 = 29 + 90 ] 


LE o + ® +2] (512) 


que é a chamada 18 regra de Simpson ou regra do 1/3. 


5.3.2. Interpretação Geométrica 


fe 


Figura 5.3. Primeira regra de Simpson. 


5.3.3. Erro de Truncamento 
Para a determinação do erro cometido па integração, basta que se integre o er- 


то de truncamento da aproximação polinomial. Este erro (de truncamento) é cota- 
do pelo resíduo (fórmula 5.3)). 


E 4. Ra(x) dx 


E= f. ze -1)6=2 LE — 2) Me nº de 
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m t uoc 
"m f ef (2? — 32 + 22) de 


M 4 
Е-Е me ES жо al 


= pn 
їз; 000-0 


Este valor nulo para o erro de integração quer dizer que o erro não depende 
de R, (resíduo do 29 grau). Então, tem-se que integrar о resíduo menor que ele, o 
Rs. 


E- f; se 


E- [| 2 z(Q- пег 2-3) Ud 


° 


= h ew 5.13) 
E= f""(R) К 
20 а4<8<» 


que é a fórmula de erro da 18 герта de Simpson. 


Por esta fórmula pode-se notar que a 18 терга de Simpson fornece valores 
exatos não só para a integração de polinômios do 29 grau, mas, também, para po- 
linómios de 32 grau (derivada de 4 ordem nula). 


5.3.4. Fórmula Composta 


Como foi feito com a regra dos trapézios, deve-se subdividir o intervalo de 
integração | a, b | emn subintervalos iguais de amplitude h e a cada par de subin- 
tervalos aplicar a 18 regra de Simpson. 


Observação importante: como a regra de Simpson é aplicada em pares de subinter- 
Ivalos, o número n de subintervalos deverá ser sempre par. 
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n= эт 4 e os pontos serão: xi ; і = 0,1, 2,...,п 


- 
"I 


f Јо) dx 


h h 
T= 3150 t4 +уз ] Жа [уз + 4a * ya] +... 


aplicação по 19 par 
de subintervalos 


aplicação по 29 par 
de subintervalos 


h 
* ES Jn-3* Ayn-1* Уп 1 
— — 


aplicação no último par 
de subintervalos 


- 


h 
=» * 4у %2у; + 4уз + 2ya +...+ 24-2 + 4уп-1 + > ] 6.14) 


5.3.5. Erro de Truncamento 


O erro total cometido será a soma dos erros cometidos а cada aplicação da 12 
regra de Simpson. 


"nj 
Е-Е +E, + Еу +...+ En =D Е; 6.15) 
ar 
onde: 


E; é o erro na integração numérica no par de subintervalos cujos extremos são: 


[x2i-2 > 521-116 (хаа, хог] 
Levando (5.13) em (5.15) vem: 
тоо 
Е=}) Wrap (5.16) 


іші 


хі < ё < xj 
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Pela continuidade de UV)(x), existe & € [a, b], tal que: 


п{2 
AMO = > ga) 6.17) 


i=1 


Levando-se (5.17) em (5.16), tem-se: 


-А V 
E = 20 nr ça) 
Como 


b 


então 
5 
Е= En UE) (5.18) 
180; a <S& &b 


Pode-se observar que, nesta fórmula, o erro cai com a quarta potência do nú- 
mero de subintervalos. 


Exemplo 5.4 


Calcular o valor de т, dado pela expressáo: 
1 
т=4 [| T 
o l*x 
aplicando a 13 regra de Simpson, com € < 107%. 
Cálculo do nümero de subintervalos: 


€ «1075 = 0-0 (TO (gj < 10-6 
18044 
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Logo, п = 8, pois o erro é da ordem de 1075: 


Como 
т) = — 1 
1+х? To = 0,125 
entao 
Tabela 5.3 
2 384х5 
ТО) = 24 _ жа | к CM 
(+22) (tx?) Пер i xi и c 
ENN 0 0,000 1,000000 1 ps a 
á qu 0,125 0,984615 4 ч 
а 0:250 | 0941176 2 Не 
0,375 0,876712 4 
0о<ё&<1 4 0,500 0,800000 2 
5 0,625 | 0,719101 4 
então 6 0,750 | 0640000 2 
7 0,875 0,566372 4 
I 8 1,000 | 0,500000 1 
if'&l = 24 
mel 
Logo, * 0,785398 
a-0 EE т = 3,141592 
180n^ 


5.3.6. Implementação da 18 Regra de Simpson 


da 180 Seguem, abaixo, a implementação do método pela sub-rotina SIMPS 1, a fun- 
ção requerida por ela e um exemplo de programa para usá-la. 


n > 6,042 


Como se trata da 13 герга de Simpson, о valor de л deverá ser um número DGI SUBROTINA SIMPS 1 
inteiro par. Calculando o erro para os dois valores pares próximos, tem-se: 


б..................................... 


с 
(о 
Шала GARE (0 Е + 24 = 103 + 107% d SUBROTINA SIMPSí 
180* 6 с OBJETIVO + 
c INTEGRACAO DE UMA FUNCAO TABELADA 00 EM FORMA 
c ANALITICA 
c 
_ (0 - 1)5 A 
nara s ОУ” ) * 24 = 326 + 105 


180 + 8* 
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c METODO UTILIZADO : WRITE(2,23)J, TABELA(I, 1), TABELACI, 2) 
c PRIMEIRA REGRA DE SIMPSON 23 FORMAT (4X,12,2(3X,1PE12.5),/) 
É „ 20 CONTINUE 
с uso + 
c CALL SIMPSICNMAX,TIPO,FUNCAO,TABELA,X0,XN,N,INTED) С FIM DA IMPRESSAO 
Ë 
с PARAMETROS DE ENTRADA = c CALCULO DA INTEGRAL 
c NMAX š NUMERO MAXIMO DE PONTOS DECALRADO с 
с TIPO : FORMA DA FUNCAO : í - ANALITICA pida: 
с 2 - TABELADA еуі 
с FUNCAO : FUNCAO А SER INTEGRADA INTEG=TABELA(1,2)+TABELA(N, 2) 
c TABELA : MATRIZ QUE CONTEM A FUNCAO TABELADA ре еп деғен 
с xo LIMITE INFERIOR DA INTEGRAL on a da 
c XN LIMITE SUPERIOR DA INTEGRAL Е 
t N 1 NUMERO DE PONTOS DA TABELA 45 con СТЕ СЕК KTABELRCE 2 
c ji: 
c PARAMETRO DE SAIDA : 4 INTEG=INTEGMH/3. 
с INTEG : VALOR DA INTEGRAL 
с E IMPRESSAO DO RESULTADO 
с FUNCAO REQUERIDA : 
O: O A SER INTEGRADA WRITE(G, 41) INTEG 
É Ары ыы Ы 41 FORMAT(S(/),3X,23H0 VALOR DA INTEGRAL E” ,1PE12.5) 
С.......................................... DO -...... RETURN 
с END 
c 
SUBROUTINE SIMPS4 (NMAX, TIPO, FUNCAO, TABELA, XO, XN,N, INTEG) 
Ë 
c 53.6.2. FUNÇAO FUNCAO 
INTEGER AUX,COEF,I,J,N,NMAX,Ni,TIPO 
REAL H,INTEG,TABELA(NHAX,2),X,XN,X0 
NI=N-4 c 
He ONN-XO) /N4 (9 FOO 
IF(TIPO.EQ.2)60 TO 20 с 
с REAL FUNCTION FUNCAO(X) 
c MONTAGEM DA TABELA REAL X 
с FUNCAO= " escreva а forma analitica de f(x) ^ 
X=X0 RETURN 
TABELA(1,1)= END 
TÁBELA(1,2)=FUNCAO(X) 
DO 10 I=2,N 
X=X+H 
TABELA(I,1)=X 
TABELA(I,2)=FUNCAOOO | 3.3.6.3. PROGRAMA PRINCIPAL 
10 CONTINUE Е 
20 CONTINUE (А 
с С 
c FIM DA HONTAGEH с PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA SIMPS4 
с 0 
с IMPRESSAO ОА TABELA г 
с EXTERNAL. FUNCAO 
URITE(2,21) INTEGER 1,N,NMAX, TIPO 
21  FORMAT(1H1,10X, 15HFUNCAO TABELADA, /) REAL INTEÓ, TABELA (20,2) , XN, XO 
WRITE(2,22) NHAX=20 д; 
22  FORMAT(1HO,4X,1H1,8X,1HX,14X,1HY,/,1X,2(14X, 1H1),//) READCA, 1) TIPO, N, XO, XN 
DO 30 I-í,N 1 FORMAT (212,2F10.0) 
J=I-4 TIPO : FORMA DA FUNCAO ( 1=ANALITICA, 2=TABELADA ) 
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c N : NUMERO DE PONTOS DA TABELA Os resultados obtidos foram: 
с хо 2 LIMITE INFERIOR DA INTEGRAL 
© XN 2 LIMITE SUPERIOR DA INTEGRAL 

IF(TIPO.EG.1)GO TO 20 


FUNCAO TABELADA 


DO 10 ,N 
READ(1,2)TABELA(1,1),TABELA(1,2) 
2 FORMAT(2F10.0) 1 х Y 
с TADELA š MATRIZ QUE CONTEM А FUNCAO TABELADA 1 £ 
10 CONTINUE 
20 CONTINUE 
с 0 2. 00000Е +0 72 Em 
CALL БІМР5І (NMAX, TIPO,FUNCAO, TABELA, ХО, XN, N, INTEG) > 4 Ser PA 
с і 2.20000E+00 1.91658E-01 
CALL EXIT 
END 2 2. 40000E+00 2.10570E-01 
3 2.60000E «00 2.28794E-0 
А 2.80000Е +00 2.46348Е-01 
Ехетріо 5.5 5 3.00000E+00 
Determinar o valor da integral abaixo, usando a 12 regra de Simpson, com 6 3-20D00E+00 2.79530Е-01 
п = 10: 7 3. 40000Е+00 2.98202E-01 
8 3.60000Е+00 3.10292E-01 
2 
=f 4 logQ) *x di 9 3.80000E+00 3,24822E-0L 
2 (x*3y 


10 4.00000E+00 3.38818E-01 


Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 
Dados de entrada 0 VALOR DA INTEGRAL E' 5.212084E-01 


01,11,2.,4., 


Exemplo 5.6 


Função FUNCAO А i | 
Seja a funçao f (x) conhecida apenas nos pontos tabelados abaixo: 


с Tabela 54 
c 
с ESPECIFICACAO DA FUNCAO i Xi Yi 
с 
с 0 20 41 
REAL FUNCTION FUNCAO(X) 1 25 71,25 
FUNCAO* CALOG40 OO XXX / (X302 2 30 | 130 
RETURN 3 35 | 20225 
END 4 40 | 297 
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Utilizando а 12 Regra de Simpson, com п = 4, calcular o valor da integral 


iB лд» 


Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 


Dados de entrada 


02,05,2.,4., 
2,41, 
25,7125, 
3. 130., 
3.5,20225, 
4., 297., 


Os resultados obtidos foram: 


FUNCAO TABELADA 


o 2.00000Е+00 4.10000Е%01 


1 2.50000Е+00 7.72500E*01 


м 


3.00000Е+00 1.30000E«02 


3.50000Е%00 2.02250Е+02 


> ш 


4. 00000Е+00 2.97000Е+02 


O VALOR DA INTEGRAL Е" 2.84000E+02 


5.3.7. Exercícios de Fixação 


Resolver os exercícios abaixo, utilizando a 12 Regra de Simpson. 


5.3.7.1. Calcular o valor da integral para n = 4: 


Integração 227 


p= f" sen? (x +1) cos (х2) dx 
0 


5.3.7.2. Calcular o valor da integral para n 


ЖЕ ай ж 
Ea wiy” 


5.3.7.3. Calcular o valor da integral e o erro cometido para n = 6: 
3,3 
= [ оз +22 +х+1)ах 


з 


5.3.7.4. Calcular o valor da integral е o erro cometido paran = 
2 

[= e dx 
1 


5.3.7.5. Determinar o valor da integral de tal modo que se tenha o erro < 10 


a. 


3 
= [| In (х+1)4х 
1 


5.4. SEGUNDA REGRA DE SIMPSON 
5.4.1. Obtengáo da Fórmula 
De maneira análoga ás anteriores, a 2% regra de Simpson é obtida aproximan- 


do-se a função f (x) em (5.1) pelo polinômio interpolador de Gregory-Newton do 
39 grau, Ps (z): 


1= | лоас f; вода 


b = = = 
Іс j [o + z Ayo + 2%. De My, + 26 „де 2 КАР, 
К ! 
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2 3 2 4 3 2 
1=h[ m «€ ES 2 E 2 2\3 3 
à [20 +57 А» oa) До де +) Ao |, 


3h 
Іт Do t Зу + Зу; + уз] (5.19) 
que é a 28 терга de Simpson ou regra dos 3/8. 


5.4.2. Erro de Truncamento da Fórmula Simples 


Para determinagáo do erro, basta que se integre o erro de truncamento da 
aproximação polinomial, cotado pelo resíduo (fórmula (5.3)). 


E 2 Ralo) dx -f PEDE neo) De- DE ANEH dz 


-3x5 
E = — Ma) (5.20) 
80 a<e<»b 
5.4.3. Fórmula Composta 
Subdividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos (agora o número n deverá 
ser múltiplo de 3, pois a regra dos 3/8 utiliza 4 pontos para determinar o polinómio 
do 39 grau), tem-se a regra composta: 


3h 
1 = g (o +3y1 t 3)2 +2y3 %3у4 %3у;%2),%...%3у-2 + 3yn-1 t yn) 


(521) 


5.4.4. Erro de Truncamento da Fórmula Composta 


O erro será: 
_ b-a 
E= аа. f" (&) (5.22) 
" a<&<b 


ГЕкетріо 5.7 


Calcular o valor da integral: 


f. InG? «УЙ 7D dx 
1 


| aplicando a regra dos 3/8 com 3 e 9 subintervalos. 


а) Com 3 subintervalos: 


3. 
Іс Es (22,8675) = 8,5753 


b) Com 9 subintervalos: 


n=9 > h=1 


Tabela 5.5 
i xj уі сі 
9 1 |10744| 1 
1 2 |23884| 3 
2 з [34529] 3 
3 4 4,2691 1 
Tabela 5.6 
і E] Yi сі 
0 1 10744 1 
1 4/3 1,5173 3 
2 5/3 | 19655 3 
3 2 2,3884 2 
4 тїз | 2,1768 3 
5 8/3 3,1305 3 
6 3 3,4529 2 
7 10/3 3,477 3 
8 11/3 4,0187 3 
9 4 4,2691 1 


3-1/3 
жан (68,4956) = 8,5619 
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Exemplo 5.8 


Calcular o valor da integral: 


m 
1=| sen x dx 
Jo 
сот e < 107%. 


Interessante notar que a fungáo f(x) = senx no intervalo a ser integrado 
tem a seguinte forma: 


fe) 


1 fœ) = senx 


Figura 5.4 


Basta, então, calcular a área da 1.2 metade e duplicá-la que o valor procurado 
será obtido. 


b- 5 
Е- e £9? (ву < 107 


Como 0 < & < 7/2, 


av) a (1/2 
9 (máx = 1 А > 80. 107 
n > 5-88 


Tabela 5.7 
i хі Ji сі 
0 0 0.00000 1 
1 1/12 0,25882 3 
2 1/6 0,50000 3 
3 7/4 0,70711 2 
4 1/3 0,86603 3 
5 51/12 0,96593 3 
6 1/2 1,00000 1 
3 (7/12 
Ш=2. pem * 10,18656] 
Т = 2,00013 


5.4.5. Exercícios de Fixação 


5.4.5.1. Dada a função y =f (x), definida através da tabela 5.8: 


Tabela 5.8 

i xi di 

0 1,0 0,099 
1 ы 0,131 
2 12 0,163 
+ 13 0,194 
4 14 0,224 
4 1,5 0,253 
6 16 0281 


calcular 7 = f 1% fG)dx , aplicando 
1 


а) a 12 regra de Simpson 
b) a 23 regra de Simpson 
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5.4.5.2. Através da 2º regra de Simpson, com n = 6, calcular 
32 

=f т(х%2)-14% 
2 


5.4.5.3. Determinar o valor da integral dada no exercício 5.3.7.2 utilizando а 28 regra de Simp- 
Son, com n = 6. 


5.4.5.4. Determinar o valor de J param = 3, aplicando-a regra dos trapézios e a 28 regra de 
Simpson, e comparar os resultados obtidos lembrando que o 29 resultado é exato. 


13 
Ij, Ох + +x-2)dx 


5.5. EXTRAPOLAÇÃO DE RICHARDSON 

A extrapolação de Richardson é um método utilizado para a melharia do re- 
sultado obtido na aplicação das fórmulas de integração de Newton-Côtes e baseia-se 
ria aplicação repetida de tais fórmulas. 
5.5.1. Para a Regra dos Trapézios 


O resultado obtido na aplicação da regra dos trapézios pode ser escrito da 
seguinte forma: 


I=], +E, (5.23) 
onde: 
I, — éo resultado obtido na 12 aplicação da regra 
I — é о valor exato da integral 
1 (b— 

EB 0-4 f" (8) é o erro cometido 

"m nu 
nj — é o número de subintervalos utilizados 


Aplicando-se novamente a regra com um novo número de subintervalos 
no (ho > nj) tem-se: 


pud +E, (524) 


(E) 
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Considerando que o valor de Г é o mesmo nas equações (5.23) e (5.24) 
pode-se escrever: 


Те +Ë, = h +E, (5.25) 
Então 
2-1 = E, - E 
1 @— ЕЕ 
в-һ= O re 
b-a L 
os LE in a 
n 
1, - 
rote 20 I)nini (5.26) 
"-т 
Levando (5.26) em (5.24), tem-se: 
- 2,2 
L- ЕТЕ 2% "nus 
т ni -n3 
ni 
h+ Hu 4-1) (5.27) 


que é a fórmula da extrapolagáo de Richardson para а терга dos trapézios. 


Exemplo 5.9 


Calcular o valor da integral 


[= |" snx as 
o 


aplicando a regra dos trapézios, paran = 2 en = 4, respectivamente. 


Aplicar a extrapolação de Richardson para melhorar o resultado. 
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a) Com 2 subintervalos: 


Tabela 5.9 

i хи | a 

0 o |0000| 1 

1 | m2 |1000] 2 

2 T |0000| 1 

1 ш 2 = 1,571 
1552 = 1, 
b) Com 4 subintervalos: 
Tabela 5.10 

i *i Yi сі 

0 0 0000 | 1 

1 ma | 0707 | 2 

2 Tí | 1,000 2 

3 37/4 | 0,707 2 

4 T | 000 1 


1/4 
1 =— ` (4828) = 1896 


c) Aplicando Richardson: 


mnü -h) 
abore 


Іі, 
(nã –т) 
m=2 
п = 4 
I = 2,004 


Analiticamente, o valor exato desta integral é 7* = 2,000. Então, 


E, = I* — 1, = 0429 
E, =I*- 1, = 0,104 
E = 1*— I = — 0004 
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Pode-se notar que a extrapolação de Richardson realmente melhora o resul- 
tado. 


5.5.2. Para as Regras de Simpson 


O cálculo para determinação da fórmula de extrapolação de Richardson para 
as regras de Simpson é feito de modo semelhante àquele para a regra dos trapézios. 
Daí: 

" "i 
i=l + mox Q;-Hn) (528) 


Esta fórmula é válida para qualquer uma das fórmulas de Simpson, pois o erro 
nelas é inversamente proporcional a nº. É bom observar que para o cálculo de 7, e 
J, deve-se sempre usar a mesma fórmula. 


Observando as fórmulas (5.27) e (5.28), pode-se fazer a seguinte generalização 
para a extrapolação de Richardson: 


ni 
x 1 


2 * a 4-1) 


(5.29) 


para а терга dos trapézios 
рага as regras de Simpson 


Exemplo 5.10 


Calcular o valor da integral: 


1 (а + 2x + Па 
1 


a) aplicando a regra dos trapézios com 4 subintervalos 

b) aplicando a regra dos trapézios com 8 subintervalos 

с) aplicando a extrapolação de Richardson e melhorando o resultado 
d) aplicando a 12 regra de Simpson, que vai fornecer o resultado exato 


Comparar os resultados. 
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a) Com 4 subintervalos: 


1, = 6,343750 


b) Com 8 subintervalos: 


Tabela 5.11 
i xi и ci 
9 1,000 | 4,000000 1 
1 1,250 | 5,062500 2 
2 1,00 | 6,250000 2 
3 1,750 | 7,562500 2 
4 2,000 | 9,000000 1 
Tabela 5.12 
і хі ж сі 
0 1000 | 4,000000 1 
1 1,125 |4,515625 2 
T 1,250 | 5,062500 2 
3 1,375 | 5,640624 2 
4 1,500 | 6,250000 2 
5 1,625 | 6,890625 2 
6 1,150 | 7,562500 2 
7 1,875 | 8,265625 2 
8 2,000 9,000000 4 


1, = 6335938 


c) Aplicando Richardson: 


m - n) 
q 1) 


=h 
(98 – т) 

пу = 4 

п = 8 

р = 2 (trapézios) 

I = 6,333334 


Integração 237 


d) Aplicando Simpson (п = 2): 


Tabela 5.13 
і КД хі сі 
0 1000 |4,000000 1 
1 1,500 |6250000 4 
2 2,000 |9,000000| 1 


0,5 
ls Tuy x 38 = 6,333333 


= 1,04 x 107? 
E, = ls — 1, -261х1073 
E =H -1 =-10x 1079 


Observação: ао se calcular numericamente o valor da integral de uma função de- 
finida através de sua forma analítica, uma maneira para sé melhorar o resulta- 
do é recalcular a integral para um número maior de subintervalos e, uma outra, é 
a aplicagao da extrapolagáo de Richardson. Por outro lado, no cálculo do valor da 
integral de uma função definida por meio de uma tabela de pontos, o único modo 
de se melhorar o resultado é através da extrapolação de Richardson, já que o núme- 
то de pontos da tabela é fixo. Isto pode ser melhor observado ao se resolver o exer- 
cício 5.5.4.1. 


5.5.3. Implementação da Extrapolação de Richardson 
Seguem, abaixo, a implementação do método pela sub-rotina RICHAR, a fun- 


(йо requerida por ela e um exemplo de programa para usá-la. 


5.5.3.1. SUB-ROTINA RICHAR 


SUBROTINA RICHAR 


OBJETIVO : 
MELHORAR 0 RESULTADO DA INTEGRAL 


METODO UTILIZADO : 
EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON 


cooooocoooo 
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оо OO000000000066000000000000000 


“no 


10 
20 


21 


хоно 


uso ғ 
CALL RICHAR(INTEG1, ІМТЕВ2, Мі, М2, REGRA, INTEG) 


PARAMETROS DE 
INTEG1 3 


ENTRADA : 

VALOR DA INTEGRAL OBTIDA POR UM METODO f 
PARA UM CERTO Mi 

VALOR DA INTEGRAL OBTIDA POR UM METODO T 
PARA UM CERTO M2, SENDO M2 MAIOR QUE HI 


INTEG2 1 


Mí * NUMERO DE PONTOS UTILIZADO PARA ОВТЕМОЙ 
DE ІМТЕбІ 

мг * NUMERO DE PONTOS UTILIZADO PARA OBTENGA 
DE INTEG2 

REGRA =: FORMULA USADA МА OBTENCAO DE INTEG1 Е 


INTEG2 

1 - TRAPEZIO 

2 - PRIMEIRA DE SIMPSON 
3 - SEGUNDA DE SIMPSON 


PARAMETRO DE SAIDA = 
INTEG : VALOR MELHORADO DA INTEGRAL 


FUNCAO REQUERIDA : 
FUNCAO s FUNCAO А SER INTEGRADA 


c "re | 


SUBROUTINE RICHARCINTEGL, INTEG2,M1,M2,REGRA, INTEG) 


INTEGER M4,M2,N4,N2,REGRA,P 
REAL INTEG, INTEGá, INTEG2 


NisMi-i 
N2=M2-1 
IF(REGRA.EQ. 1) 
P=4 
во TO 20 
CONTINUE 
Р=2 
CONTINUE 
INTEG=INTEG2+(Ni%wP%(INTEG2-INTEDi))/(N2wwP—-NiwwP) 


80 TO 10 


IMPRESSAO DO RESULTADO 


WRITE(2,21)INTEG1,INTEG2, INTEG 

FORMAT(1H1,3X,32H0 VALOR DA PRIMEIRA INTEGRAL E' , 
1PE12.5,///,3X, 
34H0 VALOR DA SEGUNDA INTEGRAL E” 
2/7,эх, 
ЗЗНО VALOR MELHORADO DA INTEGRAL E” , 
1PE12.5,/) 


,iPEi2.5, 


RETURN 


END 
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2.5.3.2. FUNÇÃO FUNCAO 


c 
c 
с 


FOOD 


REAL FUNCTION FUNCAO(X) 

REAL X 

FUNCAO= " escreva a forma analitica de f(x) ^ 
RETURN 

END 


5.5.3.3. PROGRAMA PRINCIPAL 


oooonc 


oooo 


oooooo 


10 


30 


40 


PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA RICHAR 


EXTERNAL FUNCAO 
INTEGER NMAX,N,N1,N2,REGRA, TIPO 
REAL INTEG, INTEG4, INTEG2, TABELA(20,2),XN,XO 


NMAX=20 
READ(1, 1)TIPO,N,XO,XN 
FORMAT(11,12,2F10.0) 


TIPO : FORMA DA FUNCAO ( 1=ANALITICA, 2=TABELADA ) 

N 2 NUMERO DE PONTOS DA TABELA 

XN 3 LIMITE SUPERIOR DA INTEGRAL 

xo 1 LIMITE INFERIOR DA INTEGRAL 
READ(4,2)REGRA, Ni 

FORMAT(14,12) 

REGRA =: FORMULA USADA МА ОВТЕМСАО DE INTEGí E INTEG2: 


4 = TRAPEZIO 
2 = 1a.DE SIMPSON 
3 = 2a.DE SIMPSON 
Ni : NUNERO DE PONTOS UTILIZADOS NA OBTENCAO 
DO VALOR DE INTEGÍ 
N2=(Ná-1)42+4 
IF(TIPO.EQ.1)G0 TO 20 
DO 10 1-4,8 
READ(1,3)TABELACI, 1), TABELACI, 2) 
FORMAT(2F10.0) 
TABELA : MATRIZ QUE CONTEM А FUNCAO TABELADA 
CONTINUE 
CONTINUE 
IF(REGRA.NE.1)60 TO 30 
CALL TRAPEZ(NMAX, TIPO, FUNCAO, TABELA, ХО, XN, N1 , INTEG1) 
CALL. TRAPEZ(NMAX, TIPO,FUNCAO, TABELA, XO, XN, N2, INTEG2) 
GOTO 50 
CONTINUE 
IF(REGRA.NE.2)60 TO 40 
CALL SIMPS4(NMAX, TIPO, FUNCAO, TABELA, ХО, XN, Ná, INTEG1) 
CALL SIMPS4 (МАХ, TIPO, FUNCAO, TABELA, ХО, XN, N2, INTEG2) 
Go TO 50 
CONTINUE 
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CALL SIMPS2(NMAX, TIPO, FUNCAO, TABELA, XO,XN,N4, INTEG1) 
CALL SIMPS2(NMAX, TIPO, FUNCAO, TABELA, xo, XN,N2, INTEG2) 
so CONTINUE 


CALL RICHAR(INTEG1,INTEG2,N1,N2, REGRA, INTEG) 


CALL EXIT 
END 


Exemplo 5.11 


Calcular o valor da integral 


МЕ ЕСЕСІ 


aplicando: 


a) a 1@ терга de Simpson com n 
b) a 18 regra de Simpson com n = 4 
е) a extrapolação de Richardson para melhorar o resultado 


Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 
Dados de entrada 


1,05,-4.,- 
2,03 


Fungáo FUNCAO 


ESPECIFICACAO DÁ FUNCAO 


enaoo 


REAL FUNCTION FUNCÃO(X) 
FUNCAO=1.7(7-SwX)ww(2./3.) 
RETURN 

END 


Os resultados obtidos foram: 
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O VALOR DA PREMEIRA INTEGRAL E” S?275E-01 


O VALOR DA SEGUNDA INTEGRAL E'  2.57234E-0i 


O VALOR MELHORADO DA INTEGRAL E”  2.: 


Exemplo 5.12 


Seja a função f(x) conhecida apenas nos pontos tabelados abaixo: 


Tabela 5.14 


хі ЕД 


0,000 [1,0000 
0,785 10,6694 
1,570 [0,6366 
2,355 [0,6060 


3,140 [0,4673 


жоме-о|- 


determinar o valor da integral 


l= [roe 


Aplicando: 


a) a 12 regra de Simpson com n = 2 
b) a 28 regra de Simpson com n = 4 
с) a extrapolação de Richardson para melhorar o resultado 


Dados de entrada 


,05 


2, à 


24 0.6694, 
57, 0.6366 
1355, 0,6060 
14, 9.4673 


Os resultados obtidos foram: 


Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 
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O VALOR DA PRIMEIRA INTEGRAL E” 2.25776E+00 
O VALOR DA SEGUNDA INTEGRAL E” 
O VALOR MELHORADO DA INTEGRAL E” 


5.5.4. Exercícios de Fixação 


5.5.4.1, Dada a função y = f(x), definida a partir da tabela 5.15 


Tabela 5.15 

1 хі Yi 
0 0,00 | 0,600 
1 0,25 | 0,751 
2 0,50 | 0,938 
3 0,5 | 1335 
4 100 | 2,400 


calcular o valor de 


1 
= f Ғодах 
0 


а) aplicando a 13 regra de Simpson com n = 2 
b) aplicando a 18 regra de Simpson com n = 4 

c) aplicando Richardson para melhorar o resultado 

d) considerando que o valor exato é 7 * — 1,1, qual o erro cometido nos itens a, b e c? 


5.5.4.2, Calcular a integral 


7 1 xcosx d: 
= x 
o Lt? 


a) aplicando а 12 regra de Simpson com n = 2 
b) aplicando а 13 regra de Simpson com п = 4 
c) aplicando Richardson 


2.5.4.3, Calcular a integral abaixo, aplicando a regra dos trapézios, com = 2 en = 4, respec- 
tivamente. А seguir, melhorar o resultado através da extrapolação de Richardson. 


1 dx 
ta == 
o х2 +х+1 


Ѕегӣо vistas, а seguir, duas maneiras de se calcular а integral dupla numerica- 
mente (ou cubatura), utilizando as fórmulas de Newton-Cótes. 
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5.6. INTEGRAÇÃO DUPLA 
5.6.1. Noções de Integração Dupla por Aplicações Sucessivas 


Será vista, agora, uma forma de se obter o valor de uma integral dupla apli- 
cando, sucessivamente, as fórmulas de quadratura que foram apresentadas. 


Seja: 


1=/[ 56 yráx v 
D 


A integral que se deseja calcular, onde D é o retángulo delimitado por: 


ах <b 
c &y <a 


pode ser escrita na forma: 
b d 
17 f’ a fero 
a с 
Chamando 
d 
¿Fes y) dy de GG) 
pode-se escrever: 
b 
I= f содах 
а 


Рага se resolver esta integral simples, pode-se utilizar quaisquer das fórmulas ante- 
riormente vistas. 


Apenas para ilustração do desenvolvimento, será utilizada a 12 regra de Simp- 
son ou терга do 1/3. 


I КІ = (бб) + 4G(x1) + 2G (x2) +4G(t3) + ... + 4С(хл-1)+ Glen) 
a 


(5.30 
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Lembrando que: 
GG) = fm y)dy G = 0,1,2,...п) (53 


Para o cálculo dos n + 1 valores de G (xi) pode ser utilizado qualquer méto 
visto anteriormente e os valores obtidos são levados à equação (5.30). 


Exemplo 5.13 


Calcule o valor da integral dupla abaixo: 


1= [a 
° 


п/а 
Сһатапдо С(х) - |" sen (x+y) dy, tem-se: 


тл 
f sen (x+y) dy 
° 


Ps f со dx 


° 
Aplicando a regra do 1/3 e subdividindo em 4 subintervalos, tem-se: 


ma 
I= Í “с dx 


re = (G(xo) + 46 к) + 2G(xa) +4603) + Cla) (5.32) 


Tja 
Para o cálculo de G(x;) = a (xi +») dy para хі = O+ih, onde 


i = 0, 1, 2, 3, 4, será utilizada a 12 regra de Simpson com n = 25 
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4 т 
Сб) = GO) - f" sen y dy = у (зеп уо * 4sen y, + sen y2) = 
NEU T T T 
- 2 Gen 0 * 4seng + seng) =" 2,2379 
тїз 
66) = бл) = | "sen (f8 +y) ay = 
o 
T т m m" 
Tog em @ t>o) + sen GD + sen Gt) = 
= E (sen (1/8) + 4sen (дү. злу) = E 
= — (sen + ==>" 
54 sen (7/4) + sen (3л/8)) 24 4,1350 
664) = G(m/4) = f FA on (n/a + y) dy = 
0 


= 24 (sen (1/4) + sen (37/8) + sen (m/2)) = x * 5,4027 


mj4 


бхз) = GOnl8) -) "sen GMB іу) y =.. = 


-A. 
= 2 8478 


4 
Оба) = omm = "алалау dro 57 5407 
° 
Levando estes valores de G(x;) em (5.32), tem-se: 


= (л/24)? (58,3772) = 1,00028 
= 1,00028 


Apenas para efeito de comparação, o valor exato desta integral é I = 1. 
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5.6.2. Quadro de Integração 


Este quadro consiste em um dispositivo prático para se calcular a integral du- 
pla, baseado no método de aplicações sucessivas que acabou de ser dado. 


A descrição deste método será feita através de um exemplo. 


Exemplo 5.14 


Calcular o valor da integral: 


= [T [0% (у? 4 y) cosx dydx, 0<у<04 
= lydx, я 
; f Шана ; 0 «x «m2 

Seráo aplicados dois métodos de quadratura, um em x e outro em y. 


Na variável x, por exemplo, o intervalo será dividido em 3 subintervalos a fim 
de se utilizar a regra dos 3/8: 


т/2-0 т 
nx = 3 = hx = i j "t 
Em y, o intervalo será dividido em 4 subintervalos a fim de se utilizar a regra 
do 1/3: 
04-0 
ny = 4 >h = q = 01 


O quadro a seguir é preenchido da seguinte forma: 


No interior do retán: 
gulo maior é coloca: 
do o valor da função 
no ponto (x; yj) 
correspondente à ll. 
nha (i) e coluna (/) 


Neste espaço é colo- 
cado o produto сі" cj 
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i 0 1 2 3 
xi ° 1/6 тїз пр 
1 » сі 1 3 3 
cj 2 
| 
é б 1 1 3 3 1 
L 0,0000 0,0000 0,0000 | 0,0000 
A m ñ 4 12 12 4 
L 0,1100 0,0953 0,0550 0,0000 
2 02 2 2 É 6 2 
0,2400 0,2078 0,1200 0,0000 
5 03 ñ 4 12 12 4 
0,3900 0,3377 0,1950 0,0000 
х m А 1 3 3] 1 
0,5600 0,4850 0,2800 0,0000 
Figura 5.5 
LO valor da integral será 
р = kx *ky * E 


onde У é o somatório do produto entre os dois valores de cada quadro. 


D=1:0+ 4+0,1100+2+0,240 
, 2400+ 4 * 0,3900 + 1 * 0,5600 + 
+3-0+12 -0,0953+6 - 0,2078 + 12 · 0,3377 + 3 · 0,4850 + 
+3 *0+ 12 + 0,0550 +6 “0,1200 + 12 + 0,1950 + 3 * 0,2800 + 
+1:0+ 4:0 +20 +40 +1:0 = 154978 


kx € a constante de i & 4 
4 n. de integragáo correspondente à regra de integragáo utilizada 


= 3hx _ 30/6) 
8 8 


é a constante de i; i 
E е integração correspondente à regra de integração utilizada no 
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3(m/6) 01 
I= 8 *=77 * 15,4978 = 0,1014 
3 
Exemplo 5.15 
Calcular o valor da integral: 


2 1 
1= [| (2 + 2y) dx 
o o 


Como fV Xx, y) = 0, isto quer dizer que será obtido um valor exato se a re: 
gra do 1/3 ou dos 3/8 for aplicada, independentemente do número de subintervalos 
utilizados. 


Aplicando 1/3: 


i 0 1 2 
xi 9 0,5 1 
dá 
і Y g d 1 4 1 
1 4 1 
9 9 1 9 0,25 1 
4 16 4 
1 1 4 2 225 3 
1 
2 2 1 1 4 Ы 4,25 5 
Figura 5.6 
I= kx *ky > 
05-1 
l= 3 3 84 
1 = 42/9 = 14/3 


Valor exato: T = 14/3 
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0.6.3. Exercícios de Fixação 


Calcule as integrais abaixo utilizando a 12 regra de Simpson com nx = ny = 4. 


К] || eN xy dxdy 
2 1 


трт 2, 
мэз. | [| ех T) ахау 
0 0 


TA „04 
76.3.3. | | ysenxdydx 
° Јо 


5.7. QUADRATURA GAUSSIANA 
5.7.1. Obtenção da Fórmula 


А fórmula de Gauss para o cálculo da integral numérica ou quadratura gaus- 
Mana, como é mais conhecida, é uma fórmula que fornece um resultado bem mais 
preciso que as fórmulas anteriormente vistas para um nümero de pontos seme- 


Jhante. 


Na aplicação da quadratura gaussiana, os pontos não são mais escolhidos pela 
pessoa que utiliza o método, mas seguem um critério bem definido e que será visto 
"1i seguir. 


O problema continua sendo determinar: 
b 
1= fj 


© Será feita, a seguir, a dedução do método de Gauss para dois pontos pois 
га mais pontos o procedimento é análogo. 


Inicialmente, o intervalo de integração deve ser mudado de |а, b] para [—1, 1]. 
Ito pode ser conseguido mediante uma troca de variável: 
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1 1 
x= 306-21*5 (b*a) 


fe) = [50-936] 


І = Í ro) ae = f 


1 
F(t) dt 


FO -10-9-Д10-991044)| 


A fórmula de Gauss fornece valores exatos para a integração de polinômios de 


grau (2n — 1), onde n é o número de pontos. 


Isto está representado graficamente na figura 5.7: 


(5.33) 


>! 


y, 
4 
y=0+0p 
| 
| у-ға) 
i 
£ 
| 
| 
І 
1 
1 
1 
| 
| 
І 
1 
1 
1 
1 
1 
-1 to 0° 


Figura 5.7. Fórmula de Gauss рага dois pontos. 


I Para dois pontos, a fórmula de Gauss é: 


| I- La F(t) de = Ay F(to) + Ay FG) 


colhida. 


| Então: 


| E # ш = Ao (É) + A, FGË) 


1 

һ-о-| @ dt = А09 + Ам? 
1 

k=1> ‚ dt = Aot + Ал 
1 

ЫЕ ñ at= Ao + At 


1 
К=з» Pdt = Aotà + Ау 


2= A +4, 
0 = Apto t Ait). 
23-403 + A, 
0 = Ao 5418 


Resolvendo o sistema (5.35), obtém-se: 


do=4=1 
lo ==" = 143 
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(5.34) 


Onde Ao, 41, to e 1, são incógnitas a se determinar e independentes da função F es- 


Para determinar estas quatro incógnitas são necessárias quatro equações que 
| podem ser facilmente obtidas ao se considerar F(r) = k, k = 0,1,2,3,já ше, 
| como foi dito, Ao, 41,10 e тү independem da função F. 


(5.35) 
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Substituindo os valores encontrados na equação (5.34), tem-se a fórmula de 
Gauss para dois pontos: 


16 = FCAING) + FUIV3) (5.36) 


É bom lembrar que esta fórmula é exata para polinômios de até o terceiro 
grau. 


Para polinômios de graus superiores e para outras funções o erro de integração 
é da ordem de: 


1 
ТҮЙ, (&) (537) 
-1<ë<1 


A fórmula geral para a quadratura gaussiana, que é determinada por um 
processo semelhante ao adotado para o cálculo da fórmula para 2 pontos, é baseada 
em propriedades dos polinómios de Legendre e é: 


na 


1 EL F()dt- D аға) (5.38) 
a 


beam 


onde: 


n — é o número de pontos 
Aj — são os coeficientes 
fi — são as raízes 


O erro pode ser avaliado pela seguinte fórmula: 


+2@п+). (a? 


E pg) (539) 
Qn +1) + (Qn) » 


-1«&«1 


Esta fórmula de erro é, também, conseqüéncia da utilização dos polinómios 
de Legendre. O leitor interessado na dedução destas fórmulas pode consultar [8], 
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Os valores de А; e t; até п = 8 são dados na tabela abaixo. 


Tabela 5.16 
+ 
п П ti Ai 
+ 

1 0 0 2 

2 1;0 + 0,57735027 1 

3 0;1 + 0,17459667 5/9 = 0,55555556 
2 0 8/9 = 0,88888889 

4 951 + 0,86113631 0,34785484 
253 + 0,33998104 0,65214516 

5 051 + 0,90617985 0,23692688 
253 + 0,53846931 0,47862868 
4 9 0,56888889 

+ 

6 0;1 + 0,93246951 0,17132450 
2;3 + 0,66120939 0,36076158 
455 + 0,3861919 0,46791394 

7 0;1 + 0,94910791 0,12948496 
2453 + 074153119 0,27970540 
4:5 + 040584515 0,38183006 
6 0 0,41795918 

8 031 + 0,96028986 0,10122854 
2,3 + 0,19666648 0,22238104 
455 + 0,52553242 0,31370664 
637 + 0,18343464 0,36268378 

Exemplo 5.16 


Calcular, utilizando a quadratura gaussiana com dois pontos, o valor da in- 


tegral. 


L- E е az 


2 
Mg = Ao Flo) + Ay FG) 


lio - 5º (= pb i 2) 
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FG = 2-69 f (e mico ,, 2+ =) 


2 2 
2 
F(t) = 2072 
Como: 
Ao =4,=1 
=t = r = 143 
entáo: 


Ig = Ue OUS , ga, 
Ig = 2,05367 


=1 aves = 
E m (8) = 0,3389 


Exemplo 5.17 


Considerando o mesmo exemplo anterior, calcular a integral utilizando a fór- 


mula de quadratura gaussiana para 3, 4, 5 e 6 pontos. 


I= Í AN de 
-2 


De (5.33) 


Рага {тёз pontos: 


to = 0,77459667 


Ao = 5/9 

тр = —0,77459667 
A, = 509 

n =0 
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A, =8/9 
= Ay F(to) + A1 Е) + А F(t2) 


EE 5 8.220 = 
=з? +? +0" 2е0 = 24471 


Рага 4 pontos: 


= t, = 086113631 
‚34785484 
= t, = 0,33998104 
Аз = А, = 0,65214516 
ES 
I = Y) AFG = 2,3859 


ішо 


" 
= 
[ 


Repetindo o mesmo processo paran = 5 еп = 6, pode-se construir a se- 
inte tabela: 


Tabela 5.17 
N DE 
Pontos | INTEGRAL | E (ERRO) 
2 2,0536 0,3389 
3 24471 0,0546 
4 2,3859 0,0066 
5 2,3931 0,0006 
6 2,3925 0,0000 


Pode-se notar que, com pouco esforço, consegue-se uma boa precisão com a 
tilização da quadratura gaussiana, mas, por outro lado, é obrigatória a utilização 
coordenadas prefixadas. 


Sempre que possível, é aconselhável a utilização da quadratura gaussiana. Mas, 
situações práticas, em que a forma analítica da função não é conhecida, deve-se 
as fórmulas de Newton-Côtes. 


„7.2. Implementação da Quadratura Gaussiana 


Seguem, abaixo, a implementação do método pela sub-rotina QGAUSS, a 
ção requerida por ela e um exemplo de programa para usá-las. 
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3.7.2.1. SUB-ROTINA Q GAUSS 


o 


SUBROTINA GGAUSS 


OBJETIVO: 
INTEGRACAO DE UMA FUNCAO 


METODO UTILIZADO 1 
QUADRATURA GAUSSIANA 


USO š 
CALL QGAUSS(FUNCAO,LI,LS,N,INTEG) 


PARAMETROS DE ENTRADA : 
FUNCAO 2 FUNCAO А SER INTEGRADA 
LIMITE INFERIOR DE INTEGRACAO 
Ls 2 LIMITE SUPERIOR DE INTEGRACAO 
N ! NUMERO DE PONTOS A SER UTILIZADO 


PARAMETRO DE SAIDA : 
INTEG 2 VALOR -DA INTEGRAL 


FUNCAO REQUERIDA : 
FUNCAO 1 FUNCAO A SER INTEGRADA 


SUBROUTINE GGAUSS(FUNCAO,LI,LS,N, INTEG) 


n OO0006000000000000000000000006 
E 
- 


INTEGER I,K,LINHA(8),M,N 
REAL A(Gá),F, INTEG,LI,LS,T(36),X 


DATA  T(ij ro TG) ‚ UB) + то» 

E 7/0. ,-0.52735027, 0.57735027,-0.77459667/, 
F TO r тә TC) . TB) 

G — / 0.77459667, 0. ,70.86113631, 0.86113631/, 
H TO» , тап» TAL) , таг» 

I  /-0.33998104, 0.33998104,-0.90617985, 0.90616985/, 
J T3) > TGA) , таз» Té 

K — 4-0.53846931, 0.53846931, 0. -0.93246951/, 
Ë т‹ї7› > TOB) , TAD) + T(0 

M ⁄ 0,99246951,-0.66120939, 0.66120939,-0.23861919/, 
N TOD, — , T(22) + 123) , T(24) 

O / 0.23861919,-0.94910791, 0.94910791,-0.74153119/, 
Р T(25) + T(26) + 1027) ‚ T(28) 

8 4 0.7415311?,-0.40584515, 0.40584515, 0. 

R т‹29› > T(30) ‚ TOD ‚ T(32) 

8 /-0.76028786, 0.96028986,-0.79666648, 0.79666648/, 
т TP + T(34) T(35) + T6) 

U _ /-0.52553242, 0.52553242,-0.18343464, 0.18343464/ 
DATA AU) А». А‹з) AtA) 

E 2. i. 1. , 0.55555556/, 
F AG) , бө ‚ A) + A) 


10 


20 


оос 


21 
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б / 0.55555556, 0.88888889, 0.34785484, 0.34785404/, 
H А9) , ACO) g- AOL) e AGRO 
I — / 0.65214516, 0.65214516, 0.23692688, 0.23692480/, 
J AC13) y ACLA) › А5) yr ACi6) 
K / 0.23692688, 0.47842868, 0.56888889, 0.17132450/ 
Ë ACí7) , Ас) , ACP) „ A(20) 
M / 0.17132450, 0.36076158, 0.35076158, 0.46791394/ 
м A21) + A22) , A(23) , A(24) 
O / 0.46791394, 0.12948496, 0.12948496, 0.27970540/, 
P A(25) + A26) ‚ A(27) ‚ ACB) 
8 / 0.27970540, 0.38183006, 0.38183006, 0.41795918/ 
R A(29) к A(30)> " LIST , A(32) 
S / 0.10122854, 0.22238104, 0.22238104, 0.22238104/, 
T ^‹зз› › А‹з4› + AGD) z A(36) 
U / 0.31370664, 0.31370644, 0.36268378, 0.34268378/ 
кеі 
LINHA(1)=1 
DO 10 1=2,8 
LINHACID=LINHACI=1)+K 
Кекті 
CONTINUE 
INTEG=0. 
M=LINHA(N)-í 
DO 20 I=1,N 
Mamas 
X=(LS-LI)WT(M)/2.+(LS+LI)/2 
F=FUNCAO (O) *(LS-LI)/2. 
INTEG=INTEG+ACM)*F 
CONTINUE 
IMPRESSAO DO RESULTADO 
WRITE(2,21) INTEG 
FORMAT(1H1,31H0 VALOR DA INTEGRAL Е’ IGUAL A ,iPE44.7) 
RETURN 
END 


5.7.2.2. FUNÇÃO FUNCAO 


(9 
с FOO 
c 
REAL FUNCTION FUNCAO(X) 
REAL X 
FUNCAO= ^" escreva a forma analitica de fOO ~” 
RETURN 
END 
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5.7.2.3. PROGRAMA PRINCIPAL 


PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA абай 


onnon 


EXTERNAL FUNCAO 
INTEGER N 
REAL A,B, INTEG 
READ(í,í)N,A,B 
£ — FORMAT(I2,2FÍO.0) 


CALL QGAUSSCFUNCAO, А,В, №, INTEG) 


CALL EXIT 
END 


Exemplo 5.18 


Determinar o valor da integral abaixo, utilizando a quadratura gaussiana, com 
8 pontos. 


* logx+x? 
I= 1 E EO À 
2 (х + 3)? 


Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 
Dados de entrada 


08, 2.,4., 


ESPECIFICACAO DA FUNCAO 


onnan 


REAL FUNCTION FUNCAO(X) 
FUNCA0=(ALOG40(X)+X%X)/(X+3)ww2 
RETURN 

END 
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O resultado obtido foi: 


VALOR DA INTEGRAL E” IGUAL A  5.2128375E-04 


17.3. Exercícios de Fixação 


7,31. Calcular o valor da integral 
t Т 
E |, 97 ra + баб + 8x? rax + 9)ax 


ando a quadratura gaussiana 


8) com 2 pontos 
b) com 3 pontos 
с) com 4 pontos 
d) Calcular, ainda, o erro cometido nos itens (a) e (b), já que o valor obtido no item (c) 


Calcular o valor das integrais abaixo, aplicando a fórmula da quadratura gaussiana, com 
| número de pontos indicado. 


260 CÁLCULO NUMÉRICO 


5.8. CONCLUSÕES 


Para melhor ilustrar a diferença de precisão dos métodos de integração apre- 
sentados, será considerada a integral: 


5 
I- Í , хе 
О seu valor exato, com seis decimais, é: 


5 
I- fi msa =хюх- a dx = 4,047190 
1 


Aplicação dos métodos estudados: 


Trapézios 
Tabela 5.18 
INTERVALOS I E 
2 3,806662 | - 241107 
4 3,989277 | — 5,19 * 1072 
8 4,030684 | — 165 1072 
10 4,036591 | — 1,06 * 105 
20 4044527 | - 2,66 107 
p 4046763 | -421 * 104 
100 4047083 | — 107 +10 4 
200 4,047163 | — 2,10 * 10 
12 Simpson 
Tabela 5.19 
п 1 E 


2 |4002591|- 446 * 102 

4  |4041476 -571* 103 

8 |4,046655 |- 5,35 "10% 
10 |4,046953|- 2,37 *10 
20 |4,047173|- 1,70 * 102 
50 4,047189 | 1,00 * 10% 
100 — 4,047190 0 


Integração 261 


Gaussi 


Tabela 5.20 


и 


F E 


4,073764 | 2,66 * 10 2 
4,049833 2,64 * 103 
4,047482 2,92 * 107% 
4,047224 |3,40 * 1075 
4,047194 |4,00 * 107% 
4,047190 0 


Sana 


Apesar de se tratar de um pequeno exemplo, pode-se tirar algumas conclu- 
%без: 


1) A regra dos trapézios рага п pontos fornece uma precisão semelhante à 
Aplicação de Simpson com 2n pontos e gaussiana com 4n pontos. 


2) Com relação ao esforço necessário para o cálculo, para uma mesma preci- 
Não, a regra dos trapézios requer o dobro de esforços que a regra de Simpson que, 
por sua vez, requer o dobro que a aplicação da fórmula de quadratura gaussiana. 


Estas conclusões não são regra geral, mas, na grande maioria dos casos, elas 
Mo verdadeiras. 


Um outro aspecto que se deve considerar é о fato de que, para a aplicação da 
fórmula de quadratura gaussiana, deve-se ter a forma explícita da função a ser in- 
lograda, quando, nas fórmulas de Newton-Côtes, necessita-se apenas dos pontos 
Inbelados, o que é bastante útil em casos práticos. 


6.9. EXEMPLO DE APLICAÇÃO 
5.9.1. Descrição do Problema 


O Serviço de Proteção ao Consumidor (SPC) tem recebido, ultimamente, mui- 
ij reclamações, por parte de seus protegidos, quanto ao peso real do pacote de 
kg de açúcar vendido nos supermercados. 


Para verificar a validade das reclamações, o SPC contratou uma firma especia- 
ada em estatítica, que se dispôs a fazer uma estimativa da quantidade de pacotes 
0) realmente, continham menos de 5 kg. 
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Como é inviável a repesagem de todos os pacotes postos à venda, a firma res- 
ponsável pesou, apenas, uma amostra de 100 pacotes e, a partir destes dados, ela 
pôde, utilizando métodos estatísticos que serão descritos a seguir, ter uma boa idéia 
dos pesos de todos os pacotes existentes no mercado. 


5.9.2. Modelo Matemático 


Chamando de x; o peso do pacote à, tem-se: 


média da amostra = x = 


onde л é o número de pacotes da amostra. 


Será omitida, aqui, a apresentação dos pesos obtidos, face ao elevado número 
de pacotes examinados. 


Calculando a média, tem-se: 


х= Ly 4991 = 4991kg 
100 


O desvio padrão, que é uma medida estatística que dá uma noção da disper- 
são dos pesos em relação à média, é dado por 


Para os dados deste problema, tem-se: 
S = 0,005 kg 


Supondo-se verdadeira a hipótese de que a variação do peso dos pacotes não 
é tendenciosa, isto é, que o peso de um pacote é função de uma composição de е, 
tos de outras variáveis independentes, entre as quais podem ser relacionadas а 144 
gulagem- da máquina de ensacar, o operador da máquina, a variação da densidade 
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do açúcar, a exatidão da balança a leitura do peso etc., pode-se afirmar que a variá- 
vel peso tem distribuição normal. 


O gráfico da distribuição normal é apresentado abaixo: 


Го) 


xi 
1 

мі 

к 

2 


Igura 5.8 


Esta distribuição é de grande aplicação na estatística, pois pode-se utilizá-la 
пре que a variável em estudo é uma composição de efeitos de outras variáveis 
dependentes e tem uma concentração maior em torno da média. 


A forma analítica desta função é: 


O valor f(x) é a frequência de ocorrência do valor x. 
A integral de f(x) dá a freqüéncia acumulada, isto 6, 


ә- [° oz 
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é a probabilidade de que x assuma um valor menor ou igual а xo. 


Graficamente, F(xo) é a área hachurada abaixo: 


F(xg) 


Figura 5.9 


No problema em questáo, o que se deseja é determinar 


5,000 1 


CIN Есе 
-œ 00005 27 


F(5,000) = 


Antes de dar prosseguimento a este cálculo é bom que sejam feitas as seguin- 


tes observações: 


1) Tem-se que 
[ “ad =1 


2) A curva é simétrica em relação à média (x), logo: 


ШЕ f(x) ах -Г Жо) dx = 05 


Integração 265 


Tendo em vista о exposto acima, Ғ pode ser reescrita da seguinte maneira: 


2 
54 ШҮРЕККІЛ 
F(5,000) = 0,5% pm — 1! QUÉ) d 
*=4991 0.005 V27 
_ Fazendo uma mudança de variável 
_ x- 4991 
0,005 
tem-se: 
1,2 
18 1 ai Sà 
F(18) = 0,5 + І ITE ai 
jo ° 0йо5\2т ^ 0056 


1 18 A 
F(18) = 0,5 + IN dz 
ш» мт Jo : 


que está numa forma bem mais simples de ser calculada. 


Graficamente ela pode ser assim representada: 


fo) 
fe) 


4981 46 4 M 
X-3 xs x X 2c 
-2 -1 0 2 z 


jura 5.10 
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5.9.3. Solução Numérica 


Como a integral acima não tem solução analítica, devem-se usar métodos nu- 
méricos para determiná-la. 


Será utilizada, então, a 12 regra de Simpson, já que ela fornece valores bem 
precisos com reduzido esforço computacional. 


ESTUDO DO ERRO 


O erro na integração para a 12 regra de Simpson é dado por 


= 6-4) 


TT FW), а<&<Ь 
n 


1 
-1 &(g* gg? 
аб g AAN о<&<18 


Улт 


cujo máximo é , para ë = 0 


Епїйо, o erro máximo será dado por 


gum 1,85 3 
MET * ут 
01256 
= a 


Como os dados são fornecidos com uma precisão de 1072, o erro de integra- 


ção deverá ser inferior a este valor. 


4 
|E| < 107% >n >V/1,256x 103 = 5,95 


Logo, seráo utilizados 6 subintervalos (n = 6). 
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USO DA SUB-ROTINA DE SIMPS 1 


Pode-se utilizar a sub-rotina SIMPS 1, descrita no item 


3 5.3.6, 
principal descrito abaixo. > 


AAA 


PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA SIMPS 


sona 


EXTERNAL FUNCAO 

INTEGER №, NMAX, TIPO 

REAL INTEG,XN,XO,TABELA(20, 2) 
ММАХ=20 


CALL. SIMPSI(NMAX,T IPO,FUNCAO, TABELA,XO,XN, N, INTEG) 


CALL EXIT 
END 


Para calcular a integral basta que se forneça a função FUNCAO: 


ESPECIFICACAO DA FUNCAO 


REAL FUNCTION FUNCAO(X) 
FUNCAOSEXP (-0.5жХкжо) 
RETURN 

END 


Foi impresso o seguinte resultado: 


FUNCAO TABELADA 


0.00000E«00 1.00000E«00 
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2 3.00000Е-01 9.55998Е-01 p 
3 6. 00000E -01 8.35270E-01 Tabela 5.22 
4 9.00000Е-04 6.66977E-01 П хі Ji 
5 1.20000E+00 — 4.86752E-Dí 9 1 1,0000 
1 2 7,0000 9 
é 1.50000E+00 3.24453Е-014 2 3 130000 | 1 =f fe) ах 
3 4 19,0000 1 
7 1.80000Е%00 1.97899E-01 4 5 25,0000 
5 6 31,0000 trapézios 
6 7 37,0000 
1 8 43,0000 
O VALOR DA INTEGRAL E” 1.14325Е%00 3 2 49/0000 
Obtido o valor da integral, pode-se completar o cálculo de F(1,8): 5.10.3. 1 n 
B 1=f sen x^ dx trapézios e. m 
9 13 de Simpson (^ = 10 
1 
Е(1,8) = 05 + —— * 1,6325 
у 27 42 
$104. г-| “mx de TNT 
pézios, com n = 6 
F(1,8) = 0,964 4 (b) 12 de Simpson, com n = 6 
(c) 24 de Simpson, com n = 6 
5.9.4. Análise do Resultado 10.5. 28 de Simpson, coma = 15 
Através do resultado obtido pode-se concluir que existe uma probabilidade de 
0,964 ou 96,4% de se achar um pacote de agúcar com menos de 5 kg, ou seja, 
96,4% dos pacotes no mercado estáo com peso abaixo do peso nominal. 1 dx 
1106. т= f TEA (a) trapézios com & < 1072 
° х (b) trapézios com € < 107? 
5.10. EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
Nos problemas seguintes, dar o valor da integral, aplicando o método indicado. 
10.7. 
5101. 
Tabela 5.23 
Tabela 5.21 
і 54 yi 
i хі уі 0 1 0,540 aT? 
5 I= 
0 1 1000 | 1-| дж 1 12 0302 қылы 
1 2 0,5000 1 2 14 0121 
2 3 0,3333 АА К 0416 trapézi še 
3 4 0,2500 чаш 4 18 0,126 жа 
4 5 0,2000 5 20 0,208 
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0,2 Tx 
5.10.8. Le соз —— | dx 
0 2 
1 
5.10.9. 1 =f x sen x dx 
0 


trapézios, com & < 107% 


12 de Simpson, com & < 10 


3 1 = 
51010 I= 18 de Simpson, com & < 1079 
2 хіх 
5.10.11. 18 de Simpson, com & < 1079 
SH042; 18 de Simpson, com & < 1079 
5.10.13. 
Tabela 5.24 
i хі я 
0 0,00 1,6487 
1 оло | 1,8130 1 
2 020 | 19348 |/ f о?) dx 
3 030 | 19445 ° 
4 040 | 17860 |. 
5 0,50 14550 | 12 de Simpson, сотл = 10 
6 0,60 | 1,0202 
7 070 | 0,5975 
8 0,80 | 0,2837 
9 090 | 0,1059 
10 100 | 00302 


gaussiana, com n = 4 


gaussiana, comm = 5 


1 
110.16. 7 =f У1+х dx 


° 

1 mat 
1017 1- ваз ga 

о 1%х 


1 
ШЕ ¿2 == 
° Vérne?+a 


4 2 Я: 
1019. 1=f al — ё 


10 (1 жау 
10.20. Те dx == 
1 1+ 


0,3 12 җу?+у? 
1021. dl “| I TM 
1 0 ° 


10.22. £ 


1. 3 2 
f dy Í x жу) 9? tx) dx 
0 ° 


10.23. Calcular a integral 


1 
=f (3х2 - ах) dx 
о 


tido por Simpson). 


(b - 5 
e- 2 MO, «<e<» 
80n 


aplicação da regra dos trapézios com 4 e 8 intervalos. 
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gaussiana, com n = 


gaussiana, com n = 4 


gaussiana,comn = 4 


lI 
ы 


19 de Simpson, ny = лу 


12 de Simpson, ny = ny 


Ш 
a 


método de sua preferéncia, 
hx = 0.1 
hy = 03 


método de sua preferéncia, 
hx = 025 
hy = 1⁄0 


8 este cálculo, aplicar a extrapolação de Richardson e comparar com o resultado exato 


0.24. Mostrar que a fórmula do erro para a 28 regra de Simpson composta é dada рог 
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5.10.25. As fórmulas de Newton-Cótes são todas obtidas a partir da aproximação da função 
integranda por um polinómio interpolador de Gregory-Newton. Aplicando a mesma sistemá- 
tica adotada para a obtenção das regras dos trapézios e de Simpson, determinar uma fórmula 
de integração utilizando o polinômio interpolador de Gregory-Newton de 49 grau. 


5.10.26. Aplicar a fórmula obtida no exercício anterior para calcular 
2 

I= тағу ғ) dx 
1 


5.10.27. Mostrar que a fórmula da extrapolação de Richardson para as regras de Simpson é 
dada por 


4 


I= h+ 4-1) 


ni-ni 


5.10.28. Sabendo-se que a quantidade de calor necessária para elevar a temperatura de um cer- 
to corpo de massa m de to a t, é 


t 
o= "[ сө) de 
to 


onde С(@) é o calor específico do corpo à temperatura 8, calcular a quantidade de calor neces- 
sária para se elevar 20 kg de água de 0°С a 1009С. 


Para a água, temos: 


Tabela 5.25 

8 C0 C(8) (kcal/kg °C) 
o 9999 
10 9997 
20 998,2 
30 995,3 
40 992,3 
50 988,1 
60 983,2 
70 9718 
80 9718 
90 9653 
100 9584 
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5.10.29. De um velocímetro de um automóvel foram obtidas as seguintes leituras de velocida- 
de instantânea: 


Tabela 5.26 
t (min) V km/h) 

0 23 

5 25 
10 28 
15 35 
20 40 
25 45 
30 47 
35 52 
40 60 
45 61 
50 60 
55 54 
60 50 


Calcular а distáncia, em quilómetros, percorrida pelo automóvel. 
(Sugestão: usar 3/8.) 


8.10.30. Uma linha reta foi traçada de modo a tangenciar as margens de um rio nos pontos А 
@ В. Para medir a área do trecho entre о rio е a reta AB foram traçadas perpendiculares em re- 
lação a AB com um intervalo de 0,05 m. Qual 6 esta área? 


Tabela 5.27 


PERPENDICULARES | COMPRIMENTO (m) 


328 
402 
464 
526 
498 
3,62 
3,82 
4,68 
526 
3,82 
3,24 


Шбооаоеовкоо- 
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LZ PAP | | Capítulo 


ам = ш - 
mesa Equações Diferenciais 
si d 
5.10.31. Calcular o trabalho realizado por um gás sendo aquecido segundo a tabela: O rd | n a rias 


Tabela 5.28 


Vm) | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 6.1. INTRODUCAO 


2 

Pg/m")| 80 | 72 | 64 | 53 | 44 | 31 | 22 Equações diferenciais ordinárias — EDO — ocorrem com muita frequência na 
descrição de fenômenos da natureza. Um exemplo bem simples é o crescimento da 

população de bactérias numa colônia. Pode-se supor que sob condições ambientais 

Ob: x Ур favoráveis, а taxa de crescimento da colónia seja proporcional ао número de indiví- 

servação. W = P av 2 HOPE 
vi duos num dado tempo; se y (£) for o número de indivíduos no tempo t, tem-se a 
equação y (1) = ky (0). 


Há vários métodos que resolvem analiticamente uma EDO; o leitor, entre- 
tanto, não deve ser levado a crer que seja sempre possível obter a solução analí- 
tica de uma EDO. Neste caso, os métodos numéricos são a saída para se encontrar 
uma solução aproximada. Por exemplo, mesmo equações diferenciais com aspecto 
Simples como 


у= х + у? o у” = 6у + х, 


não podem ser resolvidas em termos de funções elementares. 


6.1.1. Problema de Valor Inicial 


Do Cálculo se conhece a forma com que se apresenta uma equação diferencial 
[ordinária de ordem п: 
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y = fe, IE (61) 
onde 
2 
A are ‚ #=1,2,...‚,п, x€ [gb] e y:[a b] > R 
dx? 
Exemplo 6.1 


y = 30) — 2у é шпа EDO de ordem 2 com f(x, y, y”) = 3/9 — 2y, 


Associadas a (6.1), podem existir condições cujo número coincide com a ordem 
da EDO. Se tais condições se referem a um único valor de x, tem-se um 
problema de valor inicial — PVI. Caso contrário, tem-se um problema de va- 
lores de contorno. 


Exemplo 6.2 


УФ = ay — ay 
»(0)= -1 
>0) = 0 


é um PVI de 21 ordem. 


Serão tratados aqui métodos numéricos para se conseguir os valores de y (x) em 
pontos distintos daqueles das condições iniciais associadas aos PVIs. O tipo 
de PVI que será objeto deste capítulo é o mais simples, isto é, o de primeira 
ordem: 


“= f (оу) 
у (xo) = yo = m, n um número dado (6.2) 


Os PVIs de ordem superior à unidade podem ser reduzidos a sistemas de PVIs 


de primeira ordem à custa de variáveis auxiliares. Os métodos numéricos quo 
serão vistos aqui também se aplicam a esses sistemas. 


Exemplo 6.3 
Reduzir a sistema de PVIs de primeira ordem o PVI 


у® = 3y0 — 2y 
»(0) = —1 
190) = 0 
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Basta fazer yD = z; têm-se y Y = 2) ç ; (0) = 0. O sistema será, então: 


yD =z 
yO = 41 
20) = 32 -2у 
O =0 


Antes de se estabelecerem métodos para solução aproximada do PVI (6.2) 
6 preciso recordar em que condições este problema tem uma única solução [1]. 


Se a função real f(x, у) satisfaz 


(1) É definida e contínua na faixa a < x < b, ~œ < y < œ, ondea e b 
são finitos. 


(2) Existe uma constante £ tal que para todo x € [a, b]e todo par de números 
y» e y*, 


ис, у) — fly < L ly — y*| (Condição de Lipschitz) 
Então existe exatamente uma função y (x) satisfazendo: 
(i) убх) 6 contínua e diferenciável para x E [a, b]; 
Gi) y) = f(x, yG@), x € [a b]; 
Gü) y(a) = n, n um número dado. 
Observe-se que a condiçáo (2) está certamente satisfeita se f(x, у) tem 


Merivada contínua em relação а y e limitada na faixa em questão, pois então, 
flo teorema do valor médio: 


of 
(х,у) — f(x, yt) = зу ENO - >), 
E TS Әр " 
nde y é um valor entre y e y*. А existéncia de pos não é entretanto necessá- 
у 


lil para que (2) esteja satisfeita. É bom notar que L não é, em geral, possível 
lo ser computado. 


1,2. Solução Numérica de um PVI de Primeira Ordem 


Supondo-se que о PVI (6.2) satisfaça as condições de existência e unicidade, 
Se agora buscar sua solução numérica. Para isso, tomam-se m subintervalos 
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de [а,Ь], (m>1), o fazse ху = хо *jh onde h = ,1-0,1,2,...т, 
хуЄ [а,Ь]. 
O conjunto I} = [Xo,X1,..., Хт} obtido desta forma denomina-se rede 


ou malha de [a, b]. А solução numérica у(х) é a função linear por partes, 
cujo gráfico é uma poligonal com vértices nos pontos (ху, у/), onde уу foi calculado 
usando-se algum dos métodos numéricos que serão dados a seguir. Fazendo-se, 
por exemplo, m = 2”, então 


y Жел, бе ЖИЙ 


e teremos então uma seqüéncia de funções poligonais {у„(х)} que, pode-se 
provar, convergem uniformemente para a solução у(х) do PVI. 


Convém observar que os métodos numéricos dados a seguir têm por 
objetivo calcular os vértices (yo, Vi.. -Ym 


26) 


Figura 6.1. Malha de |а, Б]. 


Convenciona-se usar a notação y(xj), j = 0,1,. 
exata do PVI nos pontos x; € Ip. А notação у(х 
aproximação para у(х), x; € Ip. 


‚т para indicar a solução 
= yj Significa que уу 6 
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solução exata 


solução numérica 


Do) = o --- 


(рша 6.2. ө у(х), j -0,1,...,т 
XY ,1=0,1,...,m 


‚1.3. Método de Euler 


Seja o PVI (6.2): m = о, у) 
Yo) = Yo = т, т dado 


esejam-se aproximações у, уз... , Ут para as soluções exatas у(х), y (x), ... , 
(xm). Vai-se, primeiramente, com auxílio da figura 6.3, procurar у. 


gura 6.3. Método de Euler. 
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Como se desconhece o valor у(х), toma-se y, como aproximação para y (x, ). 
Para isso, traga-se a tangente T à curva у(х) no ponto (xo, y(xo)), cuja equação é 


VE) — убо) = @ = xo) Go) (63) 


Fazendo em (6.3) x = x, е lembrando que у(х) = yo, xi — Xo = h, 
Vo) = /(хо, убо) e yı = y(%1) temse: 


У = Yo + hf (хо, у(хо)) (64) 
O erro cometido na aproximação de y(x,) por y, é eí = у, — у(х), ou seja, 
a diferença entre a solução numérica e a solução exata. Para o cálculo de y», 
avançam-se os índices em (6.4) uma unidade; o erro cometido é, agora, e; = уз 
— y (2). Continuando o processo até Ym» tem-se o algoritmo: 
Уржа — Xj t MG yp, j —0,1,...,m- 1 (6.5) 


cujo епо é ej +1 = уу, — убу +1), 1 = 0,1,...,m - 1. 


Assim sendo, o método de Euler consiste em calcular recursivamente 4 
sequência {уу} através das fórmulas: 


(А) y» = уба) = n 
е 
(B) у+1= 2 t hf@py) і = 0,1,...,т —1. 
As fórmulas acima admitem várias interpretaçóes analíticas. 


I - Aproximando-se a derivada que aparece no PVI no ponto (е), 2) 
рог uma diferença dividida, obtém-se 


КЕРІ” 
Узі) Fog) 
h 

Resolvendose para Ха obtemos а fórmula (В). 


H — Integrando-se у) = f(t y (0) entrex e x + k obtémse 


x+k 
yG + b) y 60) — | тауба 


х 


Fazendo-se x = ху е k = h, 
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E.) — yG@p = [TAE FG y (0) de 


4 


proximando-se a integral de forma bem grosseira: tamanho do intervalo vezes 
valor do integrando à esquerda e identificando-se уб) com yj obtém-se а 
rmula (В). 


Ш — Vamos supor uma expansão da solução у(х) em série de Taylor 
torno do ponto ху, 


(xy + h) = убу) + hf ye) + > Py" +... 
2 


Truncando-se a série após o termo em h e identificando-se y (xj) com x; teremos 
lovamente a fórmula (B). 


emplo 6.4 
Achar aproximações para a solução do PVI 5 = х - у + 2 namalha 


y0) = 2 
в [0,1] com л = 0,1. 


Ва-зе o algoritmo (6.5) para j = 0,1,2,...,9. 


Ша / = 0: у, = Yo + hf (xo, Јо) = Yo + h(xo — уо + 2). 


17 2 + 0170, 2) 

1 = 2 +0,1(0 — 2 + 2) 

1-2 

1 = Xo + h >x = 0 + 0,1 > x =0,1 


ta j = 1: ya = yi + AID) = í + A&i y + 2). 


2 + 0,1f (0.1; 2) 

2 + 0,1 (0,1 —- 2 + 2) 

= 2,01 

Xo + 2h > x3 = O+ 2* 0, x4, = 02 


"on 


п 
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Os cálculos prosseguem deste modo até / = 9. Usualmente, dispõem-se os resul- 
tados obtidos em tabelas como a tabela 6.1 abaixo, onde ajuntaram-se mais duas 
colunas com as soluções exatas e os erros, em cada etapa. 


Tabela 6.1 
f E] Y уе) ЕРДЕ) 
о|о |2 2 ë 
1 01 [2 2,004837! - 0,004837 
2 | 02 20 2,018731| -0,008731 
з | 03 |2029 2,040818 | – 0,011818 
4 | 04 | 2,0561 2,070320 | -0,014220 
5 | 0,5 | 2,09049 |2,106531| -0,016041 
6 | 06 |2,131441 |2,148812] -0,017371 
7 | 0,7 | 2,1782969 |2,196585| -0,018288 
8 | 0,8 | 22304672 |2,249329| -0,018862 
9 | 0,9 | 2,2874205 |2,306570| -0,019149 
10 1,0 | 2,3486784 |2,367879 | -0,019201 


Ao examinar a tabela 6.1 о leitor deve ter notado que o erro cresce em 
valor absoluto à medida que se obtém um novo valor. Isso se deve à propagação 
de erro. Na prática, porém, não se dispõe da solução exata do PVI (caso contrá- 
rio, o método numérico seria até desnecessário!). Daí a necessidade de se 
determinar uma expressão matemática para o erro cometido em cada etapa, a fim 
de se ter controle sobre os cálculos. A fórmula de Taylor será útil nesse sentido, 
como será visto a seguir. 


Desenvolvendo-se y (x), solução teórica do PVI, em torno de xo: 


ELO (x — xo? 
п Vo) + x 


26) = убы) + É у") + 


Qe xo? 


M 3! 


rE) t... (6.6) 


e tomando-se apenas os dois primeiros termos do lado direito da expressão (6.6), 
tem-se: 


›@) = 969) + 228. yo) өл 


Novamente lembrando que x; — xo =h, y'(xo)=f(xo y(xo)) e y Qu) туі, 
pode-se escrever y, = yo + hf(xo, yo). Generalizando, tem-se o algoritmo (6.5). 
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O erro cometido ao se usar o método de Euler no cálculo de уу é obtido a 
partir do resto da fórmula de Taylor, ou seja, 


(x, — хо)? 


2i (8), хо < &< ху. Como x, —xo = Й, usase a seguinte notação 


1 
para о erro: €, = 2 y”(€). Numa etapa j de cálculos tem-se: 


2 


2 
2! 


6; VE), x iS ë < ху (6.8) 


А expressão (6.8) é denominada erro local de truncamento — ELT. 


Observação: o ELT é local no seguinte sentido: assume-se que уу e f (ху, уу)зе]ап1 
valores exatos para se obter yj + 1, / = 0,1,2,...,(т — 1). 

А expressão (6.8) representa um avanço no estudo do erro, mas ainda deixa а 
desejar: apesar da informação da existência de y ”(€), não é possível o seu cálculo 
(exceto em casos muito especiais). Na prática, procura-se estabelecer cotas ou 
estimativas para que se possa conduzir os cálculos com segurança. Comumente a 
derivada é considerada constante e h é considerado suficientemente pequeno para 
ser tomado como parâmetro do ELT; diz-se que о ELT é da ordem de Л? e se 
escreve о (42). É de se esperar, portanto, que quanto menor o valor de A, menor 
0 ELT. 


6.1.4. Propagação de Erro no Método de Euler 


y' = б, у) 


Seja o PVI { 
у(х) = Yo (6.2) 


Onde se assume que f seja contínua e suas derivadas parciais de primeira ordem 
contínuas e limitadas na região a < x < b, ~œ < y <+% e xa < Xm. 
Com isso é garantida a existência de constantes M > 0 e K> 0 tais que 


rar | É у +10 2 еу «n (69) 


ife) = fio |е, |у оек - y*1(610) 


com € entre y e y* e (x, y), (x, y*) pertencentes à região acima enunciada. 
Os resultados (6.9) e (6.10) seguem da chamada Regra da Cadeia e do Teorema do 
Valor Médio. 
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Nas condições da página 283 será estudado o erro ao se passar da etapa j à eta- 
рај + 1. Seja e, = y, 10) о erro total cometido na etapa j. 


O acréscimo no erro total ao se passar da etapa j à etapa j + 1 é 


Ae; = Ay; - Ау(ху), ou seja, 


eai 6 = уруу — уу OG.) — ye) (6.11) 


Como » +1 — 3y = hf, fj = fG@g,yD (método de Euler) e 


n 
Vja) — уй = АРС IN) + > PES, x; < & < xj... (Fórmula 
2! 

de Taylor), tem-se: 


quie = hif fere — JD ye) (6.12) 


Tomando os módulos em ambos os membros de (6.12) e lembrando as desigual- 
dades (6.9) e (6.10), tem-se: 


: 
Га. yl < AKI -yal + М (6.13) 


№ 
Гаа 61 < hKlejl + M 


Ра 
Гера |< 11 + АК + MÍ 


m ,>0 c в-0 (614) 


A expressáo (6.14) mostra que о erro acumulado p a etapa j +1 é influen 
ciado pelo erro local de truncamento (cuja cota и é dependente de f e suas 


derivadas parciais de primeira ordem) e pelo fator (1 de o lej |, doravante deno: 
minado fator de propagação de erro. 


6.1.5. Exercícios de Fixação 


»y"tyco 
6.1.51. ReduiroPVI <4 y(0) = 
240) = 0 
a um sistema de PVIs de primeira ordem. 
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'=х-у+2 
01,52. Achar aproximações para a solução do PVI | (O 004 


na malha de [0, 1] com: a) = 0,05; b) A = 0,01. 
0.1.5.3. Achar aproximações para a solução do PVI | 


Па malha de [0, 1] com л = 0,2. 
sa L 
0.1.5.4. Achar aproximações para a solução do PVI { * 


ha malha de [1,2] com л = 0,1. 


8.2. MÉTODOS DE RUNGE-KUTTA 


Na seção 6.1 mostrou-se que o erro acumulado com o uso do método de 
Euler é composto de duas parcelas: uma envolvendo o ELT e a outra o fator 
le propagação de erro. Assim, malhas com maior número de pontos tendem a 
lumentar o erro acumulado. Desta forma, torna-se necessária a procura de 
métodos nos quais seja possível a melhoria da precisão de resultados sem diminuir 


muito o valor de |. É este o objetivo desta seção. 
8.2.1. Métodos de Passo Simples 
Um método para resolver o PVI (6.2) é de passo simples se a aproximação 
Jj: depende apenas do resultado y; da etapa anterior. Todos os métodos 
de passo simples são escritos na forma 
Yiri =I + hó уру, J = 0,1,...,т—1 (6.15) 


onde ф é a função incremento e h o comprimento do passo. 


Exemplo 6.5 


| O método de Euler y; +1 = yj + Af (xj, yj) é um método de passo simples 
[om função incremento фор, у) = f G; x). 


Os métodos que serão vistos nas seções seguintes, serão classificados segundo 
Ша ordem. Diz-se que um método da forma (6.15) possui ordem r se ғ for о 
aior inteiro para o qual 
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> + h) у(х) — hp, у(х); h) = ok 1) (6.16) 


onde у(х) é a solução teórica do PVI (6.2). 


Exemplo 6.6 
O método de Euler é de ordem um. 


Com efeito, supondo que у(х) possua derivadas sucessivas suficientes, pode- 
se desenvolver ye д h) ет tema de x segundo a fórmula de Taylor: 


ve + h) = у) + туо) +2 Pr ухах +h. 
Como ф(х, y(x);h) = f(x, y) tem-se: 


Уб + h) y (0) — hole, у(х); h) -»9 уб + Ж у”шу- уб) - Af, у) 
т 
= DG) twr- рб) Aar, у)]+ 2774 
т 
= 572" 


6.2.2. Métodos сот Derivadas 


Ма segáo 6.1.3, o método de Euler foi obtido а partir da fórmula de Taylor, 
tomando-se todos os termos até o termo em h; viu-se (exemplo 6.6) que o 
método possui ordem um. Teoricamente, pode-se afirmar que a fórmula de Taylor 
fornece tantos métodos quantos se queiram, contanto que se calculem as deri- 
vadas necessárias. Assim 


т 
Xjei =) + hy (Gp) + 2:7 "6p,j=0,1,...,m-1 (6.17) 
é um método de passo simples е ordem dois cujo ELT 6 


hš 
3 y"(&) xj S&S xj, 1: 


Em (6.17), yx) = бууй) 


уор = É буор + raps) Y > бй 
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[Exemplo 6.7 


Achar aproximações para a solução do PVI b = je: 
y(0) = 2 


[па malha de [0, 1] com А = 0,1 usando o método (6.17). 


Xo = 0,0-2 
1- 
=0, 5-1 "= д > m=10 
g+ 
Para / = 0: = yo thy (zo) + э? (o) 


Yı = уо + h(xo — ++ i Oa- 


т=з oa ++ 010 o- 0-1) 


yı = 2,005 


җ=хо+й > ху=0+01 > xi =0,1 


e 
Ши/=1: y= y Барба) + ry") 
n 

љуба +2) + (та) 

=2,005 + 0,1 (0,1 — 2,005 +2) + :D* Ў pos - 01-1) 


уз = 2,019025 


ху=хо+2 > х=0+2:01 > х= 02 


Prosseguindo desta forma até j = 9, têm-se os valores da tabela 6.2, 
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Tabela 6.2 

11% » уә) [ут уар 
о |2 2 * 

0,1 | 2,005 2,004837 | 0,000163 


0,2 | 2,019025 2,018731 | 0,000294 
0,3 | 2,0412176 | 2,040818 | 0,000399 
0,4 | 2,0708020 | 2,070320 | 0,000482 
2,1070758 2,106531 | 0,000544 
0,6 | 2,1494036 2,148812 | 0,000591 
0,7 -2,1972102 2,196585 | 0,000625 
0,8 | 2,2499753 2,249329 | 0,000646 
0,9 | 2,3072276 2,306570 | 0,000657 
1,0 | 2,3685410 2,367879 | 0,000662 


Босаоолкоме-о 
o 
p 


Comparando os resultados da tabela 6.1 com os da tabela 6.2, vé-se que a precisáo 
do método (6.17) é melhor que a precisao do método de Euler. Isto é devido à 
ordem do método (6.17), que é maior que a do método de Euler. 


Os métodos que usam a fórmula de Taylor apresentam alguns inconve- 
nientes computacionais: deve-se operar simultaneamente com várias funções, isto 
é, as derivadas da função f, o que aumenta em muito o espaço ocupado na 
memória do computador. Além disso, a complexidade das expressões analíticas 
para as derivadas de f aumenta com a ordem de derivação de f, salvo em casos 
triviais. Em geral estes métodos não são usados. Essa é a razão por que serão 
obtidos, a seguir, métodos de precisão equivalente aos métodos da fórmula de 
Taylor, porém sem o inconveniente de se calcularem derivadas; são os chamados 
métodos de Runge-Kutta — RK. 


O método de Runge-Kutta mais simples é o de primeira ordem, isto é, 


ele concorda com a fórmula de Taylor até o termo em A, inclusive. 14 foi 
deduzido e nada mais é que o método de Euler. 


6.2.3. Métodos de Runge-Kutta de Segunda Ordem 
Seja уу, = уур + ФО Ур), j = 01,...,m — 1 (6.15) 
Fazendo ф(ху,уу;!) = «Кү + BK, e substituindo em (6.15): 


Жазу + ВК, + BK), j= 0,1,...,m — 1 (6.18) 
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Bojam 
Ki = fé yp 


К, = flx; + ph, y; + аһ/(ху,ур)] 


(6.19) 


As constantes a, B, p e q em (6.18) e (6.19) devem ser determinadas para que 
Je obtenham métodos de Runge-Kutta de 23 ordem. Para isso os seguintes passos de- 
Vem ser seguidos: 


1.0 PASSO:  expande-se K, numa série de Taylor de duas variáveis, aban- 
“donando-se todos os termos a partir do termo em /?, inclusive: 


Ko = (xj, y) + ph E Gp yj) + ahfG у) БАСТ) %ай0) (6.20) 


х 
Substituindo (6.19) e (6.20) em (6.18): 


| à 
| Yj +1 =M + h [@ + 8)/(ху, ур] + А2 [8р Y jp) + 


uic E Gy ур] + oq?) (6.21) 


2.0 PASSO:  expande-se a solugáo teórica у(х) em torno de Xj atéo termo 
[шп A?, inclusive: 


‚ 
ГЕСЕ E Әуе eto) (622) 


IOD = 2 бубу) +G у) À Go) (623) 


[lem-se, substituindo (6.23) em (6.22): 


E 
I убу + ю = yG) rra EY Ç, yG) + 
2! Lax 


1169969) 2E Gre) | +00) (624) 
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3.0 PASSO: comparam«e os termos de mesma potência, com relação a 
h, em (6.21) e (6.23) e faz-se уу = y(xj): 


Хубу) = (a + BF yD) 
8j 9j 
2 [Ë erren reven Жауар) = sp esp + 
д) 
+ Вар, у) ` Gu») 


Das duas igualdades acima, obtém-se o sistema пйо linear 


a+fp=1 
Bp = 1/2 (6.25) 
ba = 1/2 


4.0 PASSO: resolve-se o sistema (6.25). O sistema possui quatro incógnitas 
e trés equaçóes; uma das incógnitas pode ser tomada arbitrariamente. Para a 
escolha В = 1/2, tem-se a = 1/2, p = 1 e q = 1. O RK2 será: 


h Я 
Жазу 2 (К, + K), ј = 0,1,...,m — 1 
Ki = Қару) (6.26) 


К, = f(%; + h, yy + Af yp) 
Para a escolha @ = 1, tem-se а = 0, p = 1/2 e q = 1/2. O RK2 será 
m-1 


Xjei 7 yj t ВК, ј = 0,1,.. 


K = fix yp (6.27) 
h 
K= fe Fa + Eray) 


O método (6.26) é conhecido como método de Fuler melhorado, e o 
(6.27) como método de Euler modificado. É óbvio que o sistema (6.25) 


possibilita a obtenção de uma infinidade de métodos de RK2. Todos eles 
m3 
possuem o mesmo erro local de truncamento, ou seja, ej = ЕП у”(%), 


Ху -1 < & < ху, e são equivalentes em precisão ao método (6.17). 
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Exemplo 6.8 


р! р li do PVI ; A 
Achar aproximações para a solução do 
: А 20) = 2 


па malha de [0,1] com ñ = 0, 1, usando o método de Euler modificado. 


Xo = 0, yo = 2 


h h 
Para j = 0: yi = yo + Afo + >, yo + > f Gs yo) 


h h 
Xi = Yo + Моо + >, Yo + 5 (Xo o + 2) 


кез йе n) 


> 
І 
» 
> 
© 
— 
“том 
I 
ә 
— 
o 
I 
LS 
1 
Шы 
uE 
ә 
Үз 
Lets 
1 
Уе 
V 
ES 


yi = 2,005 


xı = xo + h > xí = O + O, > x, = 0,1 


h h 
Para j = 1: yas = yi + hf e шағы ire) 


h h 
жылы (в% Palat) 


Yı = 2,019025 


= xo + 2h + x, = 0 + 2-0,1 >x = 02 


КУ 
1 
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Prosseguindo desta forma até j= 9, têm-se os valores da tabela 6.2. 


Como o método (6.17) possui a mesma ordem do método de Euler 
modificado, os resultados obtidos nos exemplos 6.7 e 6.8 tém a mesma precisão. 


6.2.4. Métodos de Runge-Kutta de Terceira e Quarta Ordem 


Os métodos de Runge-Kutta de ordens mais elevadas são obtidos de modo 
semelhante aos de 23 ordem. Os métodos de 32 ordem, por exemplo, possuem 
a função incremento (xj y; h) = «Ку + BK, + yKs onde Кү, K, e К, 
aproximam derivadas em vários pontos do intervalo [x x; +1]. Aqui faz-se: 


Ki = Гоу) 
K, = f(x, + ph, уу + qhKi) 
Ks = f(x; + uh, yj + shK, + (u — ЖІ) 


Рага a determinação de а, f, y, p, q, s, и ехрапдет-ве K, e K, em torno de 
(ху) numa série de Taylor de duas incógnitas. Expande-se, também, a solução 
teórica у(х) em torno de xj numa série de Taylor. Os coeficientes de mesma po- 
tência de A até h? inclusive são igualados, chegando-se ao sistema 


a+Bryro=1 

qb + uc = 1/2 

Pb + Pe = 113 (628) 
cps = 1/6 


Duas incógnitas no sistema (6.28) são arbitrárias. Um método de 34 ordem bastante 
conhecido é o seguinte: 


п 

Jer 7 Xj t g (Ki + 4K, + Ка), ј = 0,1,..., m — 1 

K, = fGy y 

í = f Gp.yp) (629) 
h h 

K, = бу + + >K) 


Кз = fGj + hy; + 2hK, - ІК) 


M 
O erro de truncamento do RK3 (6.29) é ej mur yn (&)x SEL 
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Dentre os métodos de Runge-Kutta, o mais popular é o método (6.30) 


5 
übaixo, cujo ELT é с = E IV), хр, < 8 < x, 


acp Ea + 2K, + 2K3 + K4), ] = 0,1,...,т-1 
K = fep 
h h 
K, = f@j t + > Ki) (6.30) 
қ h h 
Куз = f(x, Sp 5 К) 


K, = f(x; + уу + hKs) 
О método (6.30) é de 48 ordem e muito difundido nas rotinas de cálculo de com- 
putadores. 
6.2.5. Implementacáo do Método de Runge-Kutta de Terceira Ordem 
6.2.5.1. SUB-ROTINA RK3 


Seguem, abaixo, a implementação do método (6.29) pela sub-rotina RK3 
© um exemplo de programa para usá-la. 


SUBROTINA RK3 


OBJETIVO : 
RESOLUCAU DE EQUACDES DIFERENCIAIS ORDINARIAS 


METODO UTILIZADO : E; 
RUNGE - KUTTA DE TERCEIRA ORDEM 


0: 
CALL ВКЗ(Х,Ү,Н,А,В„Е) 


PARAMETROS DE ENTRADA : 

1 VALOR INICIAL DA ABSCISSA 
SOLUCAO INICIAL 

TAMANHO DO PASSO 

LIMITE INFERIOR DO INTERVALO 
IMITE SUPERIOR DO INTERVALO 
1 ESPECIFICACAO DA FUNCAU 


OOGOOOO0O008000900090000090 


тәз»ш-х 
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PARAMETROS DE SAIDA : 
x 1 ABSCISSA DA SOLUCAD APROXIMADA 
y- 3 SOLUCAO APROXIMADA 


FUNCAD REQUERIDA : 
Р 1 ESPECIFICACAO DA FUNCAO 


SUBROUTINE RK3(X,Y,H,A,B,F) 


so oo0o00000000 


INTEGER І,М 
REAL А,В,Н,К1,К2,К3,Х,Ү 
I = 6 


M = (B-60/H 
WRITE(2,1) 
1. FORMAT(1H1,3X,34HSOLUCOES DE EGUACOES DIFERENCIAIS , 
18HORDINARIAS,/.19X,22HMETDDO DE RUNGE-KUTTA > 
10НрЕ ORDEM 3,/) 
WRITE(2,2) 
FORMAT(1H8,9X,1HI,8X,1HX>14X,1HY2/,6X,2(14X,1H1),//) 
WRITE(2,3)I,X,Y 
3 FORMAT(9X,12,2(3X,1PE12.5),/) 
DO 101 =1,M 
K1 = HsšF(X,Y) 
HÆF (Х+@.5#Н,Ү+@„5®К1) 
= H#F(X+H,Y+2.*K2-K1) 
Y = Y+1./6,#(K1+4.#K2+K3) 
X = X+H 
WRITE(2,3)I,X,Y 
10 CONTINUE 
RETURN 
END 


шә 


м 


F(X,Y) 


REAL FUNCTION F(X,Y) 

REAL X,Y 
F = "escreva a forma analitica de f(x,y) " 
RETURN 

END 


ooo 


6.2.5.2. PROGRAMA PRINCIPAL 


PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA RK3 


nonoo 


EXTERNAL F 
REAL A,B,H,X,Y 
READ(1,1)A,B,H>X>Y 
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i FORmAT(SF10.0) 
А 


С 2 LIMITE INFERIOR DO INTERVALO 
C 8 IMITE SUPERIOR DO INTERVALO 
с H 2 TAMANHO DO PASSO 
(el H 1 VALOR INICIAL DA ABSCISSA 
С Y 2 SOLUCAD INICIAL 
с 
CALL ВКЗ(Х,Ү,Н,А,В,Е) 
c 


CALL EXIT 
END 


_ AAaaMIm—-—— 


Exemplo 6.9 


Achar aproximações para o PVI [у'=х-у+2 
»0) = 2 


na malha de [0, 1] сот h = 0,1, usando о método (629). 
Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 
Dados de entrada 


DP 1., 0.1, 0., 2. 


Função F 


t 
С 
Е ESPECIFICACAO DA FUNCAO 
с 
REAL FUNCTION F(X,Y) 
REAL X.Y 
F = Х-ү+2 
RETURN 
END 


ССС 


Os resultados obtidos foram: 
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SOLUCOES DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS 
METODO DE RUNGE-KUTTA DE ORDEM 3 


І x Y 
1 I 
9 0.00000Е%00 2.00000Е%00 
1 1.06000E-01 2.00483Е%00 
4 2.00000Е-01 2.01872E+90 
3 3.06060E-01 2.04081Е%0й0 
4 4.00000E-01 2.07031Е%00 
5 5.00000Е-01 2.10652Е%00 
6 9.00000Е-01 2.14880E+00 
7 7.00009Е-0і 2.19657Е+00 
8 8.00000Е-01 2.24931E+00 
» 9.00000Е-01 2.30655E+00 
18 1.00000Е%04 2.36786E*00 


6.2.6. Implementacáo do Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem 


6.2.6.1. SUB-ROTINA RK4 


Seguem a implementação do método (6.30) pela sub-rotina RK4 e um exem- 
plo de programa para usá-la, 


[E rh hn 


SUBROTINA ВКА 


OBJETIVO : 
RESOLUCAD DE EQUACDES DIFERENCIAIS ORDINARIAS 


METODO UTILIZADO : 
RUNGE - KUTTA DE QUARTA ORDEM 


"CALL. RK4(X,Y,H,0,B,F 


oO00o00000000n50 


Equaçëcs Diferenci 


PARAMETROS DE ENTRADA : 

2 VALOR INICIAL DA ABSCISSA 
SOLUCAO INICIAL 
TAMANHO DO PASSO 
LIMITE INFERIOR DO INTERVALO 
LIMITE SUPERIOR DO INTERVALO 
ESPECIFICACAO DA FUNCAO 


PARAMETROS DE SAIDA : 
x 1 ABSCISSA DA SOLUCAD APROXIMADA 
Y 3 SOLUCAD APROXIMADA 


FUNCAO REQUERIDA : 
2 ESPECIFICACAO DA FUNCAO 


APTA 


SUBROUTINE RK4(X,Y,H,A,B,F) 


So OODOOOOOOODOGODOOOOOO 


INTEGER I,M 
REAL AB, HK1,K2,K3,K4,X,Y 
= 9 


M = (B-A)/H 
WRITE(2,1) 
FORMAT(1H1,3X,34HSOLUCDES DE EQUACOES DIFERENCIAIS , 
6 19HORDINARIAS./.10X,22H"ETODO DE RUNGE-KUTTA , 
H 19HDE ORDEM 4,/) 
WRITE(2,2) 
2 ЕОВМАТ(1Н0,9Х,1НІ,8Х,1НХ,14Х,1НҮ,/,6Х,2(14Х,1Н10,//) 
MRITE(2,3)1,X,Y 
3 FORMAT(9X,12,2(3X,1PE12,.5),/) 
DO 19 I = 1, 
= HeF(X,Y) 
H#F(X+0@.S#H,Y+0,SsK1) 
H*#F(X+0.5#H,Y+0.5#K2) 
H#F(X+H, Y+K3) 
Y+1./6.w(Ki+2.%(K2+K3)+K4) 
x X+H 
WRITE(2,3)I,X.Y 
19 CONTINUE 
RETURN 
END 


— + 


12.6.2 FUNÇÃO F 
е 


F(X,Y) 


REAL FUNCTION F(X,Y) 

REAL X,Y 
F = " escreva a forma analitica de f(x.y) " 
RETURN 

END 
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PROGRAMA PRINCIPAL Os resultados obtidos foram: 


E 
с 
с PROGRANA PRINCIPAL PARA UTILIZAÇÃO DA SUBROTINA ККА 
c 


BOLUCOES DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS ORDINARIAS 
METODO DE RUNGE-KUTTA DE ORDEM 4 


EXTERNAL Р 
REAL 4,B.H,X,Y 
КЕА0(1,124,8.Н,Х.Ү І x Y 
i1 FORMAT(5F16.0) I I 
с A 1 LIMITE INFERIOR DO INTERVALO 
с B 2 LIMITE SUPERIOR DO INTERVALO 
É H 2 TAMANHO DO PASSO + Р 
с x VALOR INICIAL DA ABSCISSA 0  0.00000Е%00 2.00000Е%00 
с Y i SOLUCAO INICIAL 1 — 1.00000E-01 2.00484E+00 
с 
CALL RK4(X,Y,H.A.B,F) j 2  .2.00000E-01 2.01873E+90 
6 
а EXIT 3 3.00000Е-01 2.040825%00 
b а 4.00000E-01 2.07032Е%00 
5 — 85.00000E-01 2.10653Е%00 
Exemplo 6.10 6 — 6.00900E-01 2.14881Е%00 


y-x-y*2 7 7.00000Е-01 2.19659E*06 
>0) = 2 8 8.00000Е-01 2.24933E+00 


са 9.00000Е-61 2.30657E*06 


Achar aproximagóes para o PVI f 


na malha де [0,1] com h = 0,1, usando o método (6.30). 


19 1.00000Е>00 2.56789Е%00 


Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 


Dados de entrada 


0., 1.,01,0.,2 


,2.7. i іхасӣ 
Função F Exercícios de Fixação 


y2x-ytl 


1. Achar aproximações para a solução do PVI 
É y0) = 2 
с ESFECIFICACAO DA FUNCAD 
с malha de (0, 1], usando o método de Euler melhorado, com h = 0,1. 
REAL FUNCTION F(X,Y?) 
REAL X,Y 
Pos X-Y+2 
RETURN es у'=у- E 
\7.2. Achar aproximações para a solução do PVI > 


————————— УФ =1 
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na malha de [0, 1] com # = 0,2, usando: 
a) o método RK 3 (6.29) 
b) o método RK 4 (6.30) 


15, b 


» 
6.2.7.3. Achar aproximagóes para a solugáo do PVI * 
›@) = 0 


na malha de [1,2] com h=0,1, usando o método de Euler modificado. 


6.3. MÉTODOS BASEADOS EM INTEGRAÇAO NUMÉRICA 


Um método para resolver o PVI (6.2) é de passo múltiplo se a aproximação 
Jj + 1 depende, para seu cálculo, de К resultados anteriores: 


Уһ Y jar жа (6.31) 


Diz-se que k é o passo do método. Os métodos de Adams constituem umi 
subclasse dos métodos de passo múltiplo, sendo também dos mais populares, 
Como obté-los então? Observe-se que por definição uma solução exata da equação 
diferencial em (6.2) satisfaz a identidade: 


уа + Ф у) = raya, (633) 


para quaisquer pontos x e x + q no intervalo [a,b]. Os métodos a serem 
discutidos baseiam-se em substituir a função f(x, y(x)) que é desconhecida, 
por um polinômio interpolador, que assuma os valores f; = f(xz.y;) num conjunto 
de pontos ху, onde уу ou já foi obtido ou está sendo computado, calculando-se ii 
integral e aceitando-se seu valor como o incremento do valor aproximado y; entre 
хех + q. Vamos supor que os pontos de interpolação sejam ху, ху-1,.. 11 


ЖЕН entáo, por exemplo: 


За FG, y) dx (633) 


aH D 


6.3.1. Método de Adams - Bashforth de Passo Dois 

A idéia por trás da obtenção dos métodos de passo dois é a seguintal 
supõe-se que se tenha calculado уу, por um método de passo simples; assim 0% 
valores fi = Р(х,у) е fo = f(xo,yo) ficam disponíveis. É, pois, possívul 
aproximar f(x, у(х)) em (6.33) pelo polinômio de 19 grau Р, (х) dado por 
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O polinômio Р, (х) satisfaz 
Pio) = f e Pi) = Л 
Fazendo x = x, + hz em (6.34): 
x= x, = hz 


X — xo = x — (ху - h) 


=G -x)+h (6.35) 
= hz + h 
= hG + 1) 
[Substituindo (6.35) em (6.34), tem-se: 
P.G) = (+ DA — zfo, x = x, + hz (6.36) 
Ша j = 1 em (6.33) e f(, y) = PQ): 
x 
^n | Me DA afa] de (637) 
Ja 
De (6.36), tem-se: dx = hdz e, раа x = ху, z = 0, e para x = x;, z = 1. Fazendo 


| mudança de variável de integração em (6.37): 


pa 

nyit еж DA af) de (638) 
Integrando (6.38) chega-se а 

те; h 
љу + > Өл-/0 (6.39) 
Ima vez calculado y; por (6.39), calcula-se уз: 
3 h 

б=»+ > @/, - f) 


um modo geral 
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h " 
Xpa "pt 5 Gfj f-) J = 1,2,...,т- 1 (6.40) 


O método (6.40) é chamado método de Adams-Bashforth de passo 2. 


O erro de truncamento cometido no cálculo de уз por (6.39) é obtido a 
partir da expressão (4.15) da página 171, que fomece o erro de truncamento 
para um polinómio interpolador de grau п. No caso do polinómio (6.34), 


f” (8) 


Ет(х) = (x = хо) (х — x) о, *o « & < xı. Integrando esta expres- 


são nos mesmos moldes com que se integrou (6.37) е (6.38), tem-se: 


a f") 
Б 


5 
hG + Dd: = — h° f") (6.41) 
Denomina-se (6.41) erro local de truncamento porque os valores de yo, Yi, fo 
€ fi são considerados exatos. Essa suposição é feita, também, quando se passa 
de uma etapa j qualquer à etapa j + 1. Assim о ELT do método de Adams-Bash- 
forth de passo 2 é: 
e = 5 Py), xj <E<x; (6.42) 


e o método é dito de 22 ordem. 


6.3.2. Método de Adams -Bashforth de Passo Quatro 


Tabela 6.3 
j x » 5 
0 % Jo do 
1 x ж А 
2 x ж h 
3 x Y А 


Supondo que todos os valores da tabela acima sejam conhecidos, аргохїта-8@ 
f(x,y) em (6.33) pelo polinômio interpolador de 39 grau, Рз (x), que satisfaz 


Pixo) = fo , Ьб) = fi, Palo) = fa е Рз) = fs, onde 


AAA, 
BOS aa) 9009-29 PL 
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Bios EEE) ,, Eee, 


| Qro = э) Go 7X1) (Xo = хз) (а —хо)(х = x2) (сі = хз) 


| (6.43) 
m (= xo) @ - х1) (х хз) m (хо) x —x1) (x хо) 
(х — хо) (xo — 1) (x2 — хз) Gra — Xo) (кз = 31) G3 хо) 
Fazendo x = хз + hz tém-se: 
“жу hz 
=x=h( +1) 
= х= FQ 2) (659) 
x — xo = h(z + 3) 
Substituindo (6.44) em (6.43): 
Dr +32 + шуда + 422 + 37) — 
- £ (22 + 5z? + 6z) + B (22+ 622 + 11z + 6) (6.45) 


[com x = xs + hz 


[Fazendo j = 3 em (6.33) e f(x,y) = Р(х): 
| 


КЕ pa 

Da = Ya + Р(х) dx 
y X3 

Ou 


a= ya +h | ° БОЛҒАНЫН ааз) Pee 52 + 6z) + 
Jo 


+Ë ++ +6)] de 


h 
ya = Ya + (58% — so + 315, — зы) (646) 
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De um modo geral 
h 2 
Ya = yj + 2» (55)-59).,%37)..-9Й-з),і-3,4,...,т-1 (647) 
28b е чуу " 
eo ELTé e = Фо ny 6), Xj-3 < ES xj (6.48) 


O método é de 43 ordem. 


6.3.3. Método de Adams -Moulton de Passo Três 


Tabela 6.4 
і 9 Y 5 
0 хо ж fo 
1 x » h 
2 Xx Js h 
3 ха Y fs 
4 X4 Js А 


Aqui também se supõe que todos os valores da tabela acima sejam conhe- 
cidos, Entretanto, deseja-se melhorar a precisão de ya. Para isso, aproxima-se 
f(x,y) e (6.33) pelo polinômio de 39 grau satisfazendo os pontos (xi, fi), 
(xa, А), (хз, La), (ха, fa). 


(хз) (хз) (х ха) Œ — xi) @ — xs) @ — xa) 


BOSA акаарат) É Ga = xi) 03 x9) 6 — xa) 
(x —xi)@ 7x1) (x — xa) (x — xà) (x — x2) (x — хз) 
+ +% 
6&3-7x1)63-7 x2) &3— ха) (ха x1) Ga — хо) Qa — x3) 
(649) 
Fazendo x = ха + hz, têm-se: 
x-x,-7Hhz 
жоу EET 
xx = hG@ + 2) (652 
x x= hG + 3) 
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[Substituindo (6.50) em (6.49): 


| 
о) = - P sean e Boreas Les ein) 


| 


ы (P +622 +11z + 6) 


боп x = x4 + hz 


Usando a notação y£ para o valor de y, a ser corrigido, tem-se: 


my +| 


е 


x Pos 
“ода ow y£ = y + h |° And 
D Ja 


h 
VE = Ya +57 Of + 19% — 5h + f) 


(6.51) 


(6.52) 


O erro local de truncamento cometido no cálculo de y4 é obtido ao se 


IVO 


Integrar Ёт(х) = (e — x) e — x) — хз)(х — 0) 9, 


OU seja, 


| т (уах=в | nG -+3)hG + 2)hG + hz 
хз da 


4! 


0 
МС) 
"ur ee 


хі < & Xxs, 


ЕТЕ 
сады; v) 
xg ^ 00€) 


(6.53) 


О valor de f, em (6.52) depende de ул, que deve ser previamente calculado, 
predito, por (6.46) ou (6.30). Usa-se а notação y? para designar o valor predito 
para y4 e 178 = fo yÈ). Assim, (6.52) tem a forma 


h 
= Ya + ӨЛ + 19 Sh + f) 


De um modo geral 


h Ë 
a “ЭУ ag Ө +19] = Sfa + ha) 


La = feja yË) 


(6.54) 


(6.55) 
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19 
O erro local de uuncamento é єр = — 22 A*y MO. 


O método é de 48 ordem. 

A aplicação conjunta das fórmulas (6.47) e (6.55) forma um par preditor- 
corretor onde (6.47) "prediz" o valor de yj,, a ser usado em f, para o cálculo 
de yjz. 

O par 
Р һ 
ум = y; + 24 (555 — 5951 + 37.2 - 9fj-3) 
(6.56) 
h 
xfa = vi a Ola +19) — Sha + fa) 
}=3,4,...,т-1 


é o popular método de Adams-Bashforth-Moulton de 4% ordem. 


Para resolver um PVI com o uso do par (6.56) há trés fases: 
1.4 FASE: Valores iniciais. 


Calculam-se y1, y, e уз por um método de passo simples de 42 ordem. 


24 FASE: Predição. 


Calcula-se у2 por (6.47). 


3.4 FASE: Correção. 
Passo 1: Avaliase ЈР = f (xa Y). 
Passo 2: Calcula-se у{ por (6.55). 
Passo 3: Atualiza-se yv? , isto é, yë e y£ 
Passo 4: Avaliase fP = f (xa, yf). 


Passo 5: Calcula-se novamente y4 por (6.55). 


Equações Diferenciais Ordinárias 307 


O valor obtido no passo 5 da 3% fase é aceito como aproximação para (xa), 
OU seja, Ya =у©. De posse do valor numérico de y4, busca-se a aproximação para 
y (zs) voltando à 23 e 3% fases e avançando o índice subscrito de uma unidade. 
О valor obtido no passo 5 da 38 fase é aceito como aproximação para y (x), isto 
[6, ys =€. O processo continua até que se tenha encontrado a aproximação para” 
Jm). 


16.3.4. Implementação do Método de Adams-Bashforth-Moulton de 


Quarta Ordem 
6.3.4.1. SUB-ROTINA PRECOR 


Seguem a implementação do método (6.56) pela sub-rotina PRECOR e um 
exemplo de programa para usá-la, 


SUBROTINA PRECOR 


DBJETIVO : 
RESOLUCAD DE EQUACDES DIFERENCIAIS ORDINARIAS 


METODO UTILIZADO : 
PREDITOR - CORRETOR 


ива: 
CALL РКЕСОК СХ, Y,NMAX,H,A,B,F) 


PARAMETROS DE ENTRADA : 

x VETOR CONTENDO AS ABSCISSAS 

2 VETOR CONTENDO AS SOLUCOES APROXIMADAS 

= NUMERO MAXIMO DE PONTOS CONSIDERADOS NO 
INTERVALO А.Б 
TAMANHO DO PASSO 
LIMITE INFERIOR DO INTERVALO 
LIMITE SUPERIOR DO INTERVALO 
1 ESPECIFICACAD DA FUNCAOD 


PARAMETROS DE SAIDA = 
x 3 VETOR CONTENDO AS ABSCISSAS 
Y 2 VETOR CONTENDO AS SOLUCOES APROXIMADAS 


FUNCAD REQUERIDA : 
F 2 ESPECIFICACAO DA FUNCAD 


= 
s 
5 
x 


SUBROUTINE PRECOR(X,Y,NM0X.H,A.B.F) 


=== sss 


INTEGER I,J,ñ,N,NMAX 


308 CÁLCULO NUMÉRICO 


REAL A,B,CY(50),F0,F1,F23,F3,F4,H,K1,K2,K3,K4,PY(50). 
$ X(NMAX),Y(NMAX) 


= H#F4X(I),Y(I)) 
K2 = Hš#F(X(I)+@.5#H,Y(I)+@.5#K1) 
= Hx*E(X(I)+0,S*#H,Y(DD 46. 58K2) 
Ка = H#F(X(I)+H,Y(I)+K3) 
Ү‹т+1) = YOD1./6. (G2 (GEH KA) 
X(I+1) = X(I)+H 
10 CONTINUE 


I 
I 
I 
) 


X 
ЕХО) ҮСТ) ; 
PY(I+1) = H/24.#(5S,#F3-59.#F2+37.#F1-9.#F0)+Y(I) 


N = 0 

Ү(1+1) = PY(I+1) 

X(I+1) = X(I)+H 
15 CONTINUE 


F4 = F(X(1+1),Y(I+1)) 
CY(I+1) = H/24.%(9.#F4+19.#F3-5.#F2+F1)+Y(I) 
Y(I+1) = CY(I+1) 
N = Nei 
IF(N.LT.2)60 TO 15 
20 CONTINUE 
WRITE(2,1) 
+ FORMAT(1H1,3X,34HSOLUCOES DE EDUACDES DIFERENCIAIS , 


G 1ƏHORDINARIAS,/,14X,18HmETODO PREDITOR ~ , 

H SHCORRETOR , /) 
URITE(2,2) 

2 FORMAT (1H2 9X  1HI 8X  1HX 14X 1HY. / 6X, 2(14X 1H) ,/7) 
N = ned 


DO 30 I = 1,N 
J= Ici 
URITE(2,3)J,XC1),Y(D) 


3 FORMAT(9X,12,2(3X,1PE12.5),/) 
39 CONTINUE 
RETURN 
END 


6.3.4.2. FUNÇÃO F 


F(X,Y) 


ооо 


REAL FUNCTION F(X,Y) 
XY 


F = "escreva a forma analitica de f(x,y) " 
RETURN 
END 
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0.3.4.3. PROGRAMA PRINCIPAL 


PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZAÇÃO DA SUBROTINA PRECOR 


2222 - 


EXTERNAL F 
INTEGER NMAX 
REAL A,B,H,X(20) ,Y(20) 
NMAX = 29 
READ(1,.1)4,B,H,X(1),Y(1) 
1 FORmAT(SF10.6) 


0 E LIMITE INFERIOR DO INTERVALO 
С B LINITE SUPERIOR DO INTERVALO 
ІМ H TAMANHO DO PASSO 

с ха» VALOR INICIAL DA ABSCISSA 

К 1469) 1 SOLUCAO INICIAL 


CALL. PRECDR(X,Y,NMAX,H,A,B.F) 
CALL EXIT 
END 


—— —— 


Exemplo 6.11 


У-х-уз2 
y (0) = 2 
1 malha de [0,1] com h = 0,1, usando o método (6.56). 


Achar aproximações para a solução do PVI | 


ara resolver este exemplo usando o programa anterior, devem ser fornecidos: 
Dados de entrada 
15,0,,0., 2: 


Função F 


ESPECIFICACAO DA FUNCAO 


REAL FUNCTION F(X,Y) 
LAY 


REAL 
F = X-Y+2 
RETURN 


Os resultados obtidos foram: 
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SOLUCOES DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS 


METODO PREDITOR - CORRETOR 


9 9.00000Е+00 
1 1.00000Е-01 
2 2.00000Е-01 
š 3.00000E-01 
4 4.09006E-01 
5 5.00000Е-01 
ó 6,00600E-01 
7 7.00900E-01 
8 8.00000Е-01 
$ 9.00000Е-01 
19 1.00000Е%00 


2.00000Е%00 
2.00494Е%00 
2.01973Е%00 
2.04082Е%00 
2.07032Е%00 
2.16653E* 00 
2.14881Е%00 
2.19659Е%00 
2.24933Е%00 
2.30657Е%00 


2.36788E*00 


6.3.5. Exercícios de Fixação 


¿=y-2 
6.3.5.1. Achar aproximações para a solução do PVI L” 7 y 
>0-1 
na malha de (0, 1] com h = 02, usando o método de Adams-Bashforth-Moulton de 42 ordem, 
6.3.5.2, Achar aproximações para a solução doPVI 4” — x 
74) = 0 
na malha de [1,2] com ^ = 0,1, usando o método de Adams-Bashforth-Moulton de 4? ordem, 


6.4. NOÇÕES DE ESTABILIDADE E ESTIMATIVA DE ERRO 


6.4.1. Estimativa de Erro para o Método de Runge-Kutta de Quarta 
Ordem 


Foi visto que os métodos de Runge-Kutta obtidos na seção 6.2 concordam 
com a expansão da fórmula de Taylor para a função у(х) (solução teórica do 
PVI (6.2)) até os termos de ordem X, inclusive. О ELT é, pois, da form 
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ej = + on?) (6.57) 


Onde С depende (de um modo algo complicado para o nível deste livro) de fe 
Suas derivadas parciais de ordem superior. É possível encontrarem-se cotas para 
С quando г = 2, 3 e 4 (em Ralston e Wilf [25]). 


Na prática, usam-se estimativas para o ELT a fim de que se possa variar 
convenientemente o comprimento do passo no decorrer da computação. Uma 
Tegra prática seguida por Collatz [8] para o método de Runge-Kutta de 48 ordem é 
а seguinte: calcula-se em cada passo o quociente 


IK: — Ks] 


= 79 6.5 
P = TK = Kal (659 


We p for de magnitude de algumas centenas, então o comprimento do passo Л 
dove ser reduzido e o cálculo refeito com o novo valor de й. 


6.4.2. Estimativa de Erro para o Método de Adams-Bashforth-Moulton 
de Quarta Ordem 


О ELT do método de Adams-Bashforth-Moulton de 43 ordem é 


251 
= 50 пу (V) (6) para a fórmula previsora e 


19 
D-- 725 h5yC (6) para a fórmula corretora. 


luma etapa / qualquer tem-se, para o ELT: 


P уу = DÀ зуб (8 

уі - yep) 720 туб @) (6.59) 
с no JB = 

УГ Уб) = So» WE (6.60) 


lupondo № suficientemente pequeno e y W(g ) = y(V(E), tem-se, dividindo (6.59) 
ior (6.60): 


19 p, 251 c 


б) = 550 9] + 550 27 


Ibstituindo a expressão acima em (6.60): 
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E 


_ 19 ss) = 
1906) = 270 


c Р 

т нее 6.6 
E of - P) (661) 
O segundo membro da expressão (6.61) £ tomado como estimativa do erro come- 
tido na obtenção do valor corrigido pela fórmula (6.55). 


6.4.3. Estabilidade 


Nas subseções 6.4.1 e 6.4.2 foi vista a importância da estimativa do ELT 
para que se pudesse controlar a precisão dos cálculos. O comprimento do passo Л 
tem um papel muito importante nisso. De posse da estimativa de erro, tem-se 
condição de fazer variar o valor de A; tal variação, porém, não pode ser arbitrária. 
Depende de outro fator: a estabilidade. 


Seja, por exemplo, o PVI lx DN (6.62) 
id " ›@ = yo | 


Resolvendo-o pelo método (6.27), tem-se 


hÀ Lad " 
ум = Ta A уто отс (66) 
292 
Fazendo, em (6.63), p = 1 — АА + EX А 
Xja = MG, —0,1,...,m— 1 (6.64) 
Aplicando (6.64), repetidamente, para j = 0,1,..., m — 1: 
эм = ay (66) 


Se еш (6.65) |н |> 1, então a solução numérica dada pelo método (6.27) cres 

cerá sem limite e vai se afastar cada vez mais da solução exata do PVI que é 

у(х) = уое Ах. Caso se faça, entretanto, Іші < 1, a solução numérica terá 0 

mesmo comportamento da solução exata. Resolvendo а desigualdado 
тм 2 

lul 211 = АА ToS < 1, tem-se 0 < h < ы Diz-se que no intervalo 


(o, 2 há estabilidade с, fora dele, instabilidade. Ма literatura de cálculo 


numérico, este tipo de estabilidade é conhecido como estabilidade parcial porqué 
há um valor para o comprimento do passo abaixo do qual o método é estável à 
acima do qual é instável. 
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1 Na tabela 6.4 abaixo são dados os intervalos de estabilidade dos principais 
métodos vistos neste capítulo. 


Tabela 6.4 
Método Intervalo 
Euler (0,2) 
RK2 (0,2) 
RK3 (0;2,51) 
кка (0; 2,78) 
ABM4* (0; 0,90) 


* Adams-Bashforth-Moulton 
6.5. COMPARAÇÃO DE MÉTODOS 
6.5.1. Métodos de Runge-Kutta 
Vantagens: 
Т) São auto-iniciáveis. 
2) O comprimento do passo pode ser alterado com facilidade. 
Desvantagens: 
1) O número de avaliações de f, por passo, é grande. 


2) As cotas da constante do ELT são difíceis а 
le se obt 
Computacional. e obter e de pouco valor 


45.2. Métodos de Adams 


Vantagens: 


1 1) O número de avaliações de f é reduzido: apenas uma nas fórmulas 
ovisoras e (T + 1) nas fórmulas corretoras, onde 7 é o número de iterações. 


2) As constantes de erro são obtidas facilmente. 


3) As fórmulas são mais simples, propícias para o cálculo manual. 
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Desvantagens: 
1) Não são auto-iniciáveis. 


2) Náo se pode mudar o comprimento do passo com facilidade. 


6.6. EXEMPLO DE APLICAÇÃO 
6.6.1. Descricáo do Problema 

Em um circuito RCL, um capacitor de 0,01 farad de capacitância está sendo 
carregado por uma força eletromotriz (f.e.m.) de 100 volts através de uma 
indutáncia de 0,02 henry e uma resistência de 10 ohms. Admitindo-se que não 


haja carga nem corrente iniciais ao se aplicar a voltagem, determinar a carga no 
capacitor e a corrente no circuito até o instante £ = 0,008. 


6.6.2. Modelo Matemático 


Considere o diagrama de circuito RCL abaixo: 


As quedas de voltagem através de uma resisténcia, de um capacitor e de um 


1 


indutor são RI, = q, L — , onde q é a carga no capacitor. А queda de vol. 


а 

с ” 

tagem através de uma fem. é — E. Pela lei de Kirchoff pode-se escrever q, 
equação: 


1 
ыз ® 4 La-E- (6.66) 


d а d 
B. i mud (667) 


Comod = dt’ dt dt? 


Substituindo (6.67) em (6.66): 
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dq d?q 1 
Rua tl %04-Е-0 (6.68) 
Dividindo (6.68) por 1: 
dq R dq 1 1 
| — 90 -—.—q.q-—RE- 
аа pag" T5979 (669) 


Como foi suposta a аизёпсїа de carga e corrente iniciais, a condigáo inicial 


Ж dq ) 
é q(t) = 0 e a бо) = 0, no instante fg = 0. (6.70) 
As unidades das grandezas envolvidas na equação (6.69) são: 


— farad 

— volt 

— ampêre 

henry 

— coulomb 
— ohms 

— segundo 


БЮ Ус 
1 


Voltando ao enunciado do problema na seção 6.6.1, tem-se: 


| C — 0,01 farad 
E - 100 volts 
L — 0,02 henry (6.71) 
R — 10 ohms 
to — 08 
t — 0,008 


Substituindo (6.71) em (6.69) e (6.70): 


dg 10 dq 1 


1 
d? 002 d ^" 001.002 ^ боо 100=0 
40) = 0 
d 
"d = o 
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d'q dq 
q + 902; + 50004 - 5000 = 0 
40) = 


(622) 


t e [0; 0,008] 


Resolvendo o sistema de PVIs (6.72) tem-se condição de estudar o compor- 
tamento do circuito até o instante t = 0,008 s. 
6.6.3. Solucáo Numérica 

Trocando q por у em (6.72): 


y” = —500y - 5000 y + 5000 
у0) -0 (6.73) 
>%0)-0 


Fazendo y’ =z, у”-2 


-500z — 5000y + 5000 
(6.74a) 
z0) = 0 
Ra } (6.74b) 
у0) = 0 


Será usado o método de Runge-Kutta de 48 ordem para resolver simultanea: 
mente os PVIs (6.74a) е (6.74b). Рог razões de estabilidade, o comprimento do 
passo deve ser tal que |A| < 2,78 e |-500й| < 2,78, ou seja, h < 0,0055, 
0,008 — 0 


0,001 йек 


Tomar-se-á h = 0,001 e, assim, m = 


A sub-rotina RK42 será usada para a obtenção dos valores numéricos, 
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16.6.4. Sub-Rotina RK42 


Бе neponsoscscocscececoncocnosonooonoorop 


SUBROTINA RK42 


OBJETIVO 3 
RESULUCAD DE EQUACDES DIFERENCIAIS ORDINARIAS 


METODO UTILIZADO : 
RUNGE - KUTTA OE GUARTA ORDEM 


uso 


PARAMETROS DE 


F 
A 


PARAMETROS DE 


x 
Y 
2 


“CALL RK42(X.Y,Z,H,A.B.F,6) 


ENTRADA : 
VALOR INICIAL DA АЗ 
SOLUEAD INICIAL 
SULUCAD INICIAL 
TAMANHO DU PASSO 


i LIMITE INFERIOR DU INTERVALO 


LIMITE SUPERIOR DO INTERVALO 
ESPECIFICACAD DE FUNCAD 


2 ESPECIFICACAD DE FUNCAD 


SAIDA : 
ABSCISSA DA SULUCAU APRUXIMADA 
SULUCAD APROXIMADA 


2 SULUCAD APROXIMADA 


FUNCAD REQUERIDA : 


НЕЗ 


CIFICACAD DE FUNCAO 


i ESPECIFICACAQ DE FUNCAD 


1 
2 


10 


SUBRDUTINE RK&2(X,Y,Z,H,A.B.F sG) 


INTEGER 1,0 


REAL &,B S HSKL K2 KS KA L1. L2. 


9 


n 


(B-A)/H 


WRITE(1,1) 
FORMATCSH 1 46X, SHTERPO, 10X, BHCARBA, 9X, SHCORRENTE, //) 
WRITE(1,1I,X.Y.Z 


FORBAT(I3 


САСКА 


3(3К,1РЕ12.5),/› 


az) 
27) 
H#F(X+0. 
H*6(X+0` 
HF (X40. 
Hat (xo. 
НЕ (ХӘН, 
HG (X+H, 
ү+1./6.#(К1+2, (C 


EB 
S#H,Y+0. 
бен, Үү 
зің, үз 


Зак2,7+0.5® 2) 
SsK2,Z+*0.5*L2) 
Y+K3,Z+L3> 
VAS Ze) 


DH) 


Z+1./6.w(Ll+2.w(L2+L3)+L4) 


X 


+H 


WRIYEC1,2)I,X,Y,Z 
CONTINUE 


RETURN 
END 
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t PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAU DA SUBRDTINA RK42 222 Análise do Resultado 
с 
t 
REAL Ez | A carga no instante # = 0,0085 é 0,0592291 farads e а corrente 6 
A БҮТҮН Dee [9,40033 ampères. Observa-se que a corrente cresce rapidamente e que há cresci- 
á 2 LIMITE INFERIOR DO INTERVALO mento também na carga do capacitor, porém mais lentamente. 
B LIMITE SUPERIOR DO INTERVALO 
H TAMANHO DD PASSO 
x VALOR INICIAL DA ABSCISSA 
Y SULUGAS INICIAL 
c z * SOLUCAQ INICIAL 
с 
CALL RK&2OG ZH. B,F,8) 
c 
ew EET 6.7. EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
t | 
с 
с ESPECIFICACAO DE FUNCAO 
c 
E ” D дір 
REAL FUNCTION F(X,Y, Z) у” + 500у' + 5000y = O 
ind 1. Reduzir o problema de valor inicial < y(0) = 0 
cue TURN 20-0 
с 
t А 
с ESPECIFICAÇÃO DE FUNCAD а um sistema de PVIs de 19 ordem. 
с 
t 
REAL FUNCTION 6(X.Y,Z) n" = 
REAL X,Y,Z : y" + 36у = 0 
ы кыана Reduzir o problema de valor inicial 4 y(0) = — 0,25 
END y'(0) =-2 
а um sistema de PVIs de 1% ordem. 
Resultados obtidos: 
6.7.3. Achar aproximações para a solução do PVI 
1 ТЕЙРО CARGA CORRENTE 


а malha de [1, 2] com A = 0,1 usando o método 
O 0.00000E+00 0.00000Е%00 0.00000E+00 
1 — 1,00000E-03 2.15438Е-08 — 3.92917E+00 
2 2.00000E-03 — 7,3S107E-03 6.29773E+00 
3 3.00000E-03 — 1.44195E-02 7.71008E+00 

4.00000Е-0: — 2.25820E-02 — 8,53672E+00 


174. Achar aproximações para а solução do PVI 


4 malha de [1,2] com h = 0,1 usando o método 
s 5. 00000E-03 3.13766E-02 9.00472Е+00 

в 6.00000E-03 4.05202Е-02 9.25328Е%00 

7 

% 


7.00000Е-03 4.98396Е-02 9.36772Е%00 7.5. Achar aproximações para a solução do РУІ 


8.00000E-03 5.92291Е-00 %9.40033Е%00 


malha de [0, 1] com h = 0,1 usando o método (6.26). 
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m 
xttl 


6.7.6. Achar aproximações para a solução do PVI 


20-і 


na malha de [0, 1] com й = 0,05 usando o método (6.26). 


6.7.7, Compare os resultados do exercício 6.7.5 aos resultados do exercício 6.7.6 usando 


como critério a proximidade com a solução exata do PVI ( УФ) = + - = 
ы ссср | 
6.7.8, Achar aproximações para a solução do PVI +1 
У0)-1 


na malha de [0,1] com h = 0,1 usando o método de Adams-Bashforth-Moulion de 48 
ordem (6.56). 


» = op? 


6.7.9. Achar aproximações para а solução do PVI { So 
ya) = 
na malha de [1,2] com k = 0,1: 


a) usando o método (6.30) (Runge-Kutta de 42 ordem) 
b) usando o método (6.56) (Adams-Bashforth-Moulton de 42 ordem) 


€) comparar os resultados em а) e b) segundo o critério de esforço computacional, 
isto é, número de avaliações da função f (x, y) = —ху? 


6.7.10. Achar aproximações para a solução do PVI 


20-1 


та malha de [0,1] com # = 0,1 usando o método (6.57). 


6.7.11. Conhecidos os pares (хо, fo), (х1, f1), (х2, f2), obter o método de Adams-Bashforth 
de passo 3. 


6.7.12. Qual a expressão do erro local de truncamento do método obtido no exercício 6.7.11? 


6.7.13. Conhecidos os pares (xo, fo), (x1, fi), (х2, f2), obter o método de Adams-Moulton 
de passo 2. 


6.7.14. Qual a expressão do erro local de truncamento do método obtido no exercício 6.7.13? 
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6.7.15. Dê uma interpretação geométrica para o método de Euler melhorado (6.26). 


6.7.16, Mostre que o intervalo de estabilidade parcial do método de Euler para o PVI 


^"--2 
d i é (02). 


209) = yo 


6.717. Faça um programa de computador para resolver um PVI usando o método da 
fórmula de Taylor até a derivada segunda (método 6.17). 


Capítulo 


Ajuste de Curvas 


Este capítulo é um texto introdutório sobre ajuste de curvas, пйо exigindo 
do leitor qualquer conhecimento de Estatística e Probabilidades, já que os modelos 
à serem ajustados são predefinidos. Não se trata de um capítulo sobre a técnica 
estatística de análise de regressão. Esta técnica é muito mais abrangente pois inclui 
tópicos como análise de variância, teste de hipótese, intervalos de confiança e 
Análise dos resíduos, todos de fundamental importância na verificação de o modelo 
ajustado ser ou não satisfatório. 


7.1. INTRODUÇÃO 


Os valores que uma variável pode assumir estão associados, além dos erros 
experimentais, a outras variáveis cujos valores se alteram durante o experimento, 


Se se relacionar através de um modelo matemático a variável resposta (ou 
dependente) com o conjunto das variáveis explicativas (ou independentes), pode-se 
determinar então algum parâmetro, ou mesmo fazer previsão acerca do compor- 
tamento da variável resposta. 


Ao se estudar a relação entre duas variáveis, deve-se inicialmente fazer um 
gráfico dos dados (diagrama de dispersão) pois ele fornece uma idéia da forma 
da relação exibida por eles. 
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Exemplo 7.1 


Construir o diagrama de dispersio das 5 medidas das variáveis X e Y. 


xi|13|34| 51 |68 |80 
yi |20 | 5,2 | 3,8 [61 |58 


Figura 7.1. Diagrama de dispersão. 


7.2. AJUSTE LINEAR SIMPLES 
O modelo mais simples que relaciona duas variáveis X e Y é a equação da reta 
Y= 6 + px (7.1) 


onde ño e f, são os parámetros do modelo. 


7.2.1. Retas Possíveis 


Suponha que uma reta arbitrária seja desenhada no diagrama de dispersão 
da figura 7.1. 
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Y = bo + bX 


Figura 7.2. Uma reta arbitrária no diagrama de dispersão. 


No valor x; da variável explicativa, o valor ў; predito por esta reta é ў; = bo + bixi 
enquanto que o valor da variável resposta é yj. 


A diferença entre estes valores é 


di = yi - ji 
que é a distáncia vertical do ponto à linha reta. 


Considerando tais desvios de todos os п pontos toma-se 


como medida do desvio total dos pontos observados à reta estimada. 


A magnitude de D dependerá obrigatoriamente da reta desenhada, ou seja, 
depende de fp e fi. Assim 


п п 
рф, в) = E a = Z Oo? 
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п 7.2.2. Escolha da Melhor Reta 
Рі, B) = E [x — (ño + 6 xp] (72) 
1 


Um modo de estimar os coeficientes Bo e B, é determinar o mínimo da 


função D (Bo, 81). No processo de minimização, calculam-se as derivadas parciais 
A tabela 7.1 e a figura 7.3 mostram valores de d; e D para duas retas de D em relação a Bo e f: 


diferentes traçadas no diagrama de dispersão da figura 7.1. 


n 
Tabela 7.1, Ajuste de duas retas no diagrama de dispersão. D(Bo, 8) = E (vi — b — Bix? 
| ізі 
Di =0+1x | i = 45 + 0xi | 
; ; 7 m п 
i xi Yi Y di РД а BË. =—2 > O- bo- Bix) 
| 9% іші 
1 13 20 13 0,7 45 |-25 
2 34 52 34 18 45 0,7 n 
* , ар _ 
3 54 38 51 |-13 45 |-07 ab -2 E Ол В — Bixi) х; 
4 | 68 6,1 68 |-07 AS 16 T 
= 13 ES £ 
3 80 58 80 | 22 is Os valores bo e b, em que a função D (Bo, В,) apresenta um valor mínimo são 
obtidos igualando-sc as derivadas a zero. 
D = 10,75 = 11,48 


О — bo — bix) = 0 


E? E (0-6 — b,xp)x; = 0 


n 
Para simplificar a notação, daqui por diante o símbolo ¿E , será trocado por Z. 
por 2. 
Deste modo, as equações acima tornam-se, após o desenvolvimento: 


Xy — Ebo — Ebyx¡ = 0 


xii — Ebox; — ®Бух} =0 


Figura 7.3. Retas traçadas no diagrama de dispersão. b 


n) bo + (Ух) = Y 
Como visto, dependendo dos valores assumidos por Bo е 81, o valor de D (n) bo Exp) bi Уі 


vara. Cumpre, então, determinar os valores de fo e B, em que a função 


Ух) do + (ExP)b, = Уху; 
D (Bo, f.) apresente seu menor valor. (Exp do + (Ex?) bi ху; 
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A solução deste sistema de equações lineares, também chamadas equações nor- 
mais, pode ser obtida pelo método de eliminação de Gauss (seção 2.2.1). Multi- 
plica-se a primeira linha por — Ex¡/n e soma-se com a segunda linha, obtendo-se 


o sistema equivalente: 


(1) bo + (Zx) bi = Ey; 


xj Lx; Xyi 
(ке OU. my Bum 
n n 


Através das substituições retroativas obtém-se 


nº Уху - Уху Ху) 
A mU 
nº Xx — (Lx; 
(4) 
_ i- (Zx) bi 
bos HA 


п 
Assim, a solução do sistema de equações lineares (7.3) é bo е by dados 
pelas equações (7.4), e com estes valores a função D (Bo, f1) apresenta seu menor 


valor. 


Como este método consiste em achar o mínimo de uma função quadrática, 
ele é conhecido como método dos mínimos quadrados. 


A melhor reta que passa pelo diagrama de dispersão apresenta, então, a 
forma 


Y = b + bX (75) 


Ехетріо 7.2 


Ajustar os dados da figura 7.1 a uma reta de modo que D seja o menor 
possível. 


х|1,3| 3,4 | 5,1 | 6,8 | 80 


yi | 20| 52 | з,8 | 61 |58 
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Devem-se utilizar as equações (7.4). Para tanto, calculam-se os somatórios 
m =$ 
Èx; (1,3) + (3,4) + (5,1) + (6,8) + (8,0) = 246 
Zx = (1,3) + (3,4) + (5,1)? + (68) + (8.0 = 149,50 
Ey = (2,0) + (5,2) + (3,8) + (6,1) + (5,8) = 229 
Exiyi= (1,3) (2,0) + (3,4) (5,2) + (5,1) (3,8) + (6,8) (6,1) + (8,0) (5,8) = 127,54 


Das equações (7.4) 


p- "Ую XuIw  _ 5-12754 - 246-229 
1 nx? - Quy 222 :5:14950- (24,6 
Pb, = 0,522 
е 
E Zy; - (Zx) b, 229 — (24,6)0,522 
Ч п i 5 
bo = 2,01 
Então, a melhor reta que passa pelos pontos é, usando a equagáo (7.5) 


Y = 2,01 + 0,522X 


A tabela 7.2 apresenta valores de d; e D para a melhor reta tragada no 
(Шартата de dispersão da figura 7.1. А melhor reta encontra-se tragada em 
llinha contínua na figura 7.3. 


Tabela 7.2. Ajuste da melhor reta no diagrama de dispersão, 


i xi vi й di 

1| 13 20 л |-ол 

$ 3,4 42 3,8 14 

3| и 3,8 47 |-09 

4 6,8 6,1 5,6 0,5 

5 | во 58 62 |-04 
D=367 
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Deve-se observar que o D obtido na tabela 7.2 é menor que os mostrados 
na tabela 7.1 


7.2.3. Coeficiente de Determinação 


Um modo de medir a qualidade do ajuste linear simples é através do 
coeficiente de determinação 


E [2x;yi — Хх; Худи]? as 
"a? — Cell + Di? — rn 
sendo 0 < R2 < 1. 


Quanto mais próximo o coeficiente de determinaçšo estiver da unidade, 
melhor será o ajuste. 


Exemplo 7.3 
Calcular o coeficiente de determinação da reta obtida no exemplo 7.2. 
O somatório que falta é 

уй = (207 + (52) + (3,8)? + (6,17 + (5,8) = 116,33 

Usando a equação (7.6): 


Douy; — Exi Хуп]? 
[zx — Quy): [2y? — Qvi 


R= 


[127,54 — 24,6 + 229/5]? 
[149,50 — Q4,6/5] - [11633 - (22,9) /5] 


К? = 0,679 
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7.2.4. Resíduos 


Uma maneira de verificar а adequação do modelo é comparar cada valor 
observado y; com О respectivo valor predito pelo modelo ў A diferença entre 
estes dois valores é o resíduo: 


ri = y -Îi (7.7) 


onde, рага modelos lineares simples, ў; é dado pela едиасйо (7.5. Quando 
bo e b, são estimadores de mínimos quadrados de ñ, e B, dados pelas equações 
(7.4), então os desvios d; são idênticos aos resíduos Tj. Por isto, os resíduos do 
ajuste do exemplo 7.2 podem ser encontrados na tabela 7.2. 


Os resíduos podem ser vistos como а parte do valor observado que o ajuste 
não foi capaz de explicar. 


Na análise de regressão, o estudo dos resíduos é uma das etapas mais im- 
portantes, mas está acima do nível deste texto. O leitor interessado poderá 
encontrar um bom material em [14]. 


Exemplo 7.4 


Ajustar os pontos abaixo a uma reta 


і 1 2 3 4 5 6 
Xij -20 |-05| 12 | 2,1] 3,5] 54 
Xi 44 | 5, 32|1,6| 0,1|-04 


a) diagrama de dispersão 
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b) cálculo dos somatórios 


п = 6 


+ (5,4) (- 04) = — 5,96 


с) determinação da melhor reta 


Usando as equações (7.4), tem-se 


6(-5,96)- 9,7 » 14,0 


bi = — — 
t 6 + 51,51 — (9,7? 
b, = – 0,798 
140 — 9,7 (— 0,798) 
DE een amie кы st AN 
6 
bo = 3,62 


Assim, a reta que melhor se ajusta aos dados é 
Y = 3,62 — 0,798X 


sendo ela a linha traçada no diagrama de dispersão. 


d) coeficiente de determinação 
Da equação (7.6), obtém-se 


[-596 — 97. 14,0/6]? 


(72,0) + (— 0,5) + (1,2) + (2,1) + (3,5) + (54) = 9,7 

(= 2,0) + (– 0,5) + (12 + QUY + (23,5? + (54) = 51,51 
(4,4) + (5,1) + (3,2) + (1,6) + (0,1) + (70,44) = 140 

(4,4) + (5,1)? + (3,23 + (1,6) + (0,1) + (-0,4) = 58,34 
(— 2,0) (4,4) + (-0,5) (5,1) + (1,2) (3,2) + (2,1) (1,6) + (3,5) (0,1) + 


А? = 
[51,51 — (9,7)2/6] - [58,34 - (14,0)2/6] 


R? = 0,889 
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e) tabela dos resíduos 


Usando as equações (7.7) e (7.5), tem-se 


і Ji ң 

1 44 -0,82 
2 5,1 1,08 
3 32 0,54 
4 16  -034 
5 Ol —-073 
6 -04 0,29 


7.3. AJUSTE LINEAR MÚLTIPLO 


Um modelo linear para relacionar uma variável resposta Y com P + 1 
variáveis explicativas é 


Y= fo +X +... + BpXp (73) 


e, uma forma matricial, 


Y 1 Xu Ха... Хр Bo 
Ya 1 Xi Ха o. Xp в, 
J| 11 xs Хоз... хру Ba 
Уп l Xin Xan Хр, bp 
ou 
Y - xg 


7.3.1. Equacóes Normais 


Pode-se mostrar, de maneira análoga ao ajuste linear simples, que a estimativa 
de 8 que minimiza a soma de quadrados dos resíduos é a solução do sistema de 
'equações lineares: 
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n p Жа 0... Ххы bo Xyi 
Уху Жі Ухх... хы bi EX Yi 
Exa Хами Dão... Ххрраі b, Zxaiyi 
= е (7.9) 
Ухрр УХхцХрр Ухх... Expy bp Exp 
ou 
ХТХЬ = XTY 


Este sistema é conhecido como equações normais е, visto que usualmente det (X7 X) + 
+ 0, ele apresenta uma solução única. 


7.3.2, Coeficiente de Determinação 


Na seção 7.2.3 foi mostrado o coeficiente de determinação para o ajuste 
linear simples. 


A fórmula geral, no entanto, da qual a equação (7.6) é caso particular, é 


gx bTxTy - ny? 
ҮТҮ - ay! 


Entretanto, um modo altemativo de representar e mais simples de ser avaliado é 


22. BO + 
SS Уур — (хуп e 


onde 


Е Р 
di= bot Уу (bj) (1.11) 
ізі 


que é o valor estimado de y; pela equação ajustada. 
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Para se calcular os resíduos no ajuste linear múltiplo utiliza-se a mesma 
equação (7.7). Contudo, o jj é calculado através da equação (7.11). 


Exemplo 7.5 - 


Ajustar os pontos da tabela abaixo à equação Y = bo + biX, + bX. 


Ovetor b é a solução do sistema (7.9), que, neste caso, torna-se 


п Ex Уху bo ху; 

Уху Ext; Exit | + | = Ххцуі 
2 

Ухо EXxuxa Ую b; Yxaiyi 


2) cálculo dos somatórios 


n-8 

Zx = CD) + @) + (1) + (2) + (@) + (5) + G + (6) =22 

Zxu = (1)? + (0)? + аў + (2) + Q? + (5° + (S): + (9 = 108 

-2)+ (-1)+ (0) + (1) + (1) + (2) + (3) + (4) =8 

C2 4 CD? + (0? A « Q* + (3) + AP =36 

raai CD C2) CD @@)+ @@)+ D+ (9) (90 = 


хуг = (-1) 013) + (0) (11) + 00) + Q9 + (0900 + (5) (9) + (5) (1) + 


+(6)(1)=92 
Exyy; = C2) (03) + (-1)(11)+ (0) (9) + (1) (4) + (1) (11) + (2) (9) + (3) (1) + 
+(4)1)=-5 


Iy; = (13)+ (11) + (9) + (4) + (11) +(9)+ (1) + (-1) = 57 
Zy? = (13) + (112 + (9 + (4 + (10? + (S + (D + C1 = 591 
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O sistema é 
8 22 8 bo 57 
22 108 57 | + | bh |=] 9 
8 57 36 b, -5 


b) resolução do sistema 


A solução deste sistema é 


by = 4,239 
b, = 3,400 
b, = —6464 


г) coeficiente de determinação 


Usando a equação (7.10), tem-se 


4239 
R = 1 – ——-. — 
591 — (57)2/8 
R? = 0,977 


d) tabela dos resíduos 


Usando as equações (7.7) e (7.11), obtém-se 


і Yi п 

1 13 — 0,768 
2 11 0,296 
3 9 1,361 
4 4 - 0,575 
5 11 — 0,375 
6 9 0,689 
7 1 — 0,846 
8 ©} 0,218 
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7.3.3. Ajuste Polinomial 


Um caso especial de ajuste linear múltiplo ocorre quando X, = X, X, = X^, 


..., XP = XP. Deste modo, a equação (7.8) torna-se 
Y= bo + B X + 6+... + ppa? (7.12) 


e as equações normais ficam 


n Ex Exo... xx. bo Zyi 
Ex; Ex? EXP „э. ДА ы Exiyi 
Ex? Xx EX) Dx mx b, Zxfyi 
Р реа Pra des 
Ex; Ex; Lx; >хгР bp Exi Yi 


(7.13) 


O coeficiente de determinação é o mesmo dado pela equação (7.10) e os resíduos 
são também calculados pelas equações (7.7) e (7.11). 


Exemplo 7.6 


Ajustar os pontos da tabela abaixo à equação Y = bo DX + 0. 


i 1 2 3 4 5 6 
x; -2 |-15 | 0 1 22 | з 
yi |-30,5 |-202 |-33 | 89 | 168 | 21,4 


O vetor b é а solução do sistema (7.13), que, neste caso, torna-se 
n Ex; zx? bo Zyi 
Xx; zx Ex? |, b| = | Ze 
zx) хар x b; ®х у 
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a) cálculo dos somatórios 


n=6 
Ex; = (-2)+ (1,5) + (0) + (1) + (22) + (3,1) = 28 

Ух? = (2 *(-,5Y +OP + (1)2+ Q2 4 G4 -217 
Ха) = (-2p + (— 1,5) + (0P + (D? + (2,2) + (3,1)? = 30064 
®х{ = (-2Y * (- LS)* + (0) + (1)* + Q2Y* + (3,1)* = 137,8402 


Zxiyj = (-2)(-30,5)) + (— 1,5) (C202) + (0)(-3,3) + (1) (89) + 22) (16,8) + 
+ 3,1)214) = 203,5 


Exjy; = (2? (730,5) + (1,5 (20,2) + (0* (—3,3) + (1) (8,9) + 
* Q2? 168)* 63,1) Q14) = 128416 


Ey; = (-30,5) + (20,2) + (-3,3) + (8,9) + (16,8) + (21,4) = —6,9 
Уур = (730,5) + (202)? + (73,3) + (89 + (16,8)? + (21,4? =2 168,59 


O sistema é 
6 28 21,7 by -69 
2,8 217 30,064 “lb = | 2035 
21,7 30,064 137,8402 b, 128416 


b) resolução do sistema 


A solução deste sistema é 


bo = —2,018 
b, = 1133 
ba = 122 
c) coeficiente de determinação 
Usando a equação (7.10), tem-se 
5,650 
R=1- 


2168,59 - (—6,9)2/6 


R? = 0997 
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d) tabela dos resíduos 


Usando as equações (7.7) e (7.11), obtêm-se 


i Yi "n 

1 —30, -0,230 
2 — 20,2 1,565 
3 333 "1282, 
4 89 0,808 
5 168 -0,196 
6 214 0,035 


7.3.4. Transformações 


Alguns modelos não lineares nos parámetros podem se transformar em 
modelos lineares por substituição dos valores de uma ou mais variáveis por 
funções destas variáveis. 


Exemplos: 
aysa. #Х ——.T — P mnY = na + b X 
by=a bX —L——— ——e mY = ma + (inb): X 


дүс-а-Х? — — O v mY = ma +b nX 
djy = 0+0 >>> mY =a + bX, + eX, 


ey =a XXX! —— nY 


1 1 
Y= — + —T. =a + bX, + aX, 
5 a + bX, + eX, Y d Ë 


1 
gp шге наннан ДЕ = 1) 
рех + cX Y 


a + bX, + cX; 


па + blnX, + clnX, + dinX, 
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Exemplo 7.7 
К — РА bX 
Ajustar os pontos abaixo à equação Z = а. e” 


i 1 2 3. 4 5 


xi 01 115 |33 |45 |50 


24 5,9 8,8 120 198 | 21,5 


Este modelo pode ser transformado em 
inZ = ina + bX 
Fazendo-se Y = InZ , оз dados tornam-se 
i 1 2 3 4 5 
x; 0,1 455 33 45 50 


Yi 177 | 247 | 248 | 299 | 307 


a) cálculo dos somatórios 


п= 5 
Ух; = (0,1) + (1,5) + (3,3) + (4,5) + (5,0) = 144 
Хай = (0,1) + (1,5) + (3,3) + (4,5) + (502 = 58,4 


чу = (0,1) (1,77) + (1,5) (2,17) + (3,3) (2,48) + (4,5) (2,99) + (5,0) (3,07) = 
= 40,421 


Әу = (0,77) + (2,17) + (2,48) + (2,99) + (307) = 1248 
Хур = (177) + (2,17) + (248) + (2.99? + (3,07) = 323572 


b) determinação da melhor reta 
Das equações (7.4) tem-se que 


_ 5 * 40421 — 144 - 1248 


5 5 + 584 — (144) 
b, = 02646 (= b) 

1248 — 144 > 0,2646 

bo = — 3 — n V PB MI 
5 
bo = 1,734 (= Ina) 
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А equação da reta é 
Y = 1,734 + 02646X 
©) coeficiente de determinação 


Usando a equação (7.6) tem-se que 


asa [40421 — 144 - 12,48/5]? 
u [58,4 — (14,4)2/5] [32,3572 — (12,48)2/5] 

R2 = 0282 

d) tabela dos resíduos 

Utilizando as equações (7.7) e (7.5), tem-se 
i Yi п 
il 1,77 0,010 
a 2,17 0,039 
3 2,48 0,127 
4 2,99 0,065 
D 3,07 0,013 


Deve-se ressaltar que uma vez transformada a equação, somente esta será conside- 
rada para os cálculos, pois todo este estudo é válido apenas para modelos lineares. 


7.4. IMPLEMENTACAO DO MÉTODO DE AJUSTE DE CURVAS 


Seguem a implementação do método pela sub-rotina ACURVA e mais trés 
Sub-rotinas usadas por ela, além de um exemplo de programa principal para sua uti- 
lizagáo. 


7.4.1. Sub-Rotina ACURVA 


Sendo a matriz X7 X simétrica, somente a parte abaixo da diagonal principal 
é obtida e colocada no vetor XTX, conseguindo-se com isto uma considerável 
economia de memória. 
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SUBROTINA ACURVA 


OBJETIVO : 
AJUSTE DE CURVAS 


METODO : 
MINIMOS QUADRADOS ORDINARIOS 


USO : 
CALL ACURVA (CEA, L.NPMAX,NTEMAX V. X XTX XTY YO 


PARAMETROS DE ENTRADA : 


МРЛАХ : NUMERO MAXIMO DE PONTOS 
NTEMAX : NUMERO MAXIMO DE TERMOS Dñ EGURCAU 
ч 1 VETOR DE TRABALHO 
PARAMETROS DE SAIDA = 
CEA : VETOR DOS COEFICIENTES DA EQUACAO AJUSTADA 
L 1 MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR FATURADA 3 L . L' = XIX 
x t MATRIZ DAS VARLAVEIS EXPLICATIVAS 
XIX 1 MATRIZ DAS EQUACOES NÜRRAIS : XIX = X' . X 
xm VETOR DOS TERMOS INDEPENDENTES : ХІУ = X'. Y 
Y 1 VETOR DAS VARIAVEIS RESPOSTAS 


SUBRUTINAS REQUERIDAS : 
LEXTUR : LEITURA DUS DADOS 
SAIDA : EXIBICAD DOS RESULTADOS 
SELCHO 2 SULUCAU DE SISTEMA DE EQUACDES LINEARES PELO 
METODO DE DECOMPOSICAD DE CHOLESKY 


ссевев сте е ез сезе» ез о зз о ез єз о єз ю О єз © єз сз © сзсз єт єсєт 


SUBRÜUTINE ALURVA CCEA,L.NPWAX,NTEBAX,W,X,XIX,XIY,Y) 


° INTEGER 1,J,K,NL,NP,NPMAX,.NTE,NTERAX 
REAL CEAC1).DETX1X,L(1),W(1),X(NPMWAX.1).XTX(1),XTY(1),Y(1 
E LEITURA 008 DADOS 
E CALL. LEITUR(NP,MPMAX NTE .NTEPIAX X Y) 
I NL = Q 
é MONTAGEM DAS MATRIZES DO SISTEMA : (KTO . B = (XTO 


NP 
XTX(NL) + XC) 8 KOLO 
io CONTINUE 
20 CONTINUE 
XIYGD = 0.0 


DO 30 1 = 1 , NP 
XIY( = XIYTGD + XO,J) 8 YD 

30 — CONTINUE 

40 CONTINUE 
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é SULUCAD DO SISTEMA DE EQUACUES LINEARES 
à CALL SELCHO(XTX, XTY DETXTX, L; NTE, W CEA) 
E IMPRESSAO 008 RESULTADOS 
k CALL БАТрАССЕА, ОЕТХТХ МЕ, NPMAX, NTE, X, Y) 
RETURN 
END 


7.4.2. Sub-Rotina LEITUR 
O número de pontos NP deve satisfazer a inequação 


2 < NP < NPMAX 


onde a variável NPMAX é definida no programa princi ú 
P PLUME prog principal. O námero de termos da 


1 < NTE < MENOR 


onde a variável MENOR é igual a NTEMAX de NP, sendo escolhida a variável 


que apresentar o menor valor. А variável NTEMAX também é definida no 
programa principal. 


Por exemplo, na equagáo 
Y = b + biX (МЕ = 2) 
Y = bo + biX + b,X2 (NTE = 3) 


Y = bo + + bX? + bsX, + bX, (NTE = 5) 


с 
с 
E SUBROTINA LEITUR 


OBJETIVO ғ 
LETTURA DOS DADOS 
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o05000000000000000 


oon 


uso 1 

CALL ГЕТТО (NP ,NPMAX,NTE,NTEMAX, X, Y) 
PARAMETROS DE ENTRADA : 

NPMAX 1 NUMERO MAXIMO DE PONTOS 

NTEMAK 5 NUMERO MAXIMO DE TERMOS DA EQUAÇÃO 


PARAMETROS DE SAIDA 3 


NP 3 NUMERO DE PONTOS 

NTE 1 NUMERO DE TERMOS DA EQUACAO 

x 3 MATRIZ DAS VARIAVEIS EXPLICATIVAS 
ү з VETOR DAS VARIAVEIS RESPOSTAS 


FUNCAO INTRINSECA REQUERIDA ғ 
MINO : DETERMINA 0 MENOR DOS PARAMETROS 


SUBROUTINE LEJTUR(NP,NPMAX,NTE,NTEMAX, X , Y) 


INTEGER 7, J, MINO, NP , NPMAX ,NTE, NTEMAX 
REAL X(IPMAX, í), Y GO 


URITE (4,14) 


44 FORMAT(H1,20X,39H% AJUSTE DE CURVA *‚///› 
LEITURA E CONSISTENCIA DO NUMERO DE PONTOS 
20 CONTINUE 
URITE(1,24) МРМАХ 
as FORMATCÍHO, 44HENTRE COM NP ( NUMERO DE PONTOS ) 2 €, 
Ü НМР Зан is, 


ВЕАрС1,31› NP 
зі FORMAT(I3) 
ТЕС NP .LT, 2 „ОК. NP .OT. NPHAX ) GO TO 20 


LEITURA E CONSISTENCIA DO NUMERO DE TERMOS DA EQUACAO 


40 CONTINUE 
1 = MINOC NTEMAX , NP ) 
URITECÍ,A4) I 
as FORMATCAHO, 43HENTRE СОМ NTE С NUMERO DE TERMOS DA EQUAÇÃO, 
8 47H09 4 (= NTE (= ,I3,3H 2,7) 
READCL,SR) NTE 
st FORMAT (I2) 
ТР NTE .LT. í .OR. NTE .бТ. I ) BO TO 40 


LEITURA DAS VARIAVEIS RESPOSTAS E EXPLICATIVAS 


URITECÍ, 61) 
6% FORNATCÍHO, ASHENTRE 
DO 80 1= 4, NP 

XC, = 4.0 
READ(£,74) ҮП), CXOG,D, J = 
74 FORMATCIAF10.0) 
80 CONTINUE 


ом O VETOR Y E A MATRIZ X POR LINHA :,/› 


, NTE) 


RETURN 
END 
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7.4.3. Sub-Rotina SELCHO 


Esta sub-rotina é baseada no método de decomposição de Cholesky, que 
resumidamente é descrito a seguir. 


Seja o sistema 
АХ = В 
Sendo a matriz A simétrica e positiva definida, ou seja, 
pAp>0 v u 0 
Decompõe-se [21] a matriz А em 
A-L- 17 
onde L é uma matriz triangular inferior. 
Ent&o o sistema torna-se 
LUTX = В 
Primeiro, resolve-se о sistema triangular inferior 
LW = B 
por substituições sucessivas. 
Depois, usando-se este vetor W resolve-se o sistema triangular superior 
LTx = W 


por substituições retroativas, obtendo-se finalmente o vetor solução X. 


SUBROTINA SELCHO 


OBJETIVO : 


SOLUCAD DE Uñ SISTEMA DE EQUACDES LINEARES. SENDO A MATRIZ 
008 COEFICIENTES SIMETRICA E POSITIVA DEFINIDA. 


cGocooooo 
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j006606066ooo0ooooocoocooooo 


ов 


coc 


есес 


METODO + 
SENDO 
FATORA 
RESOLVE : 


€ USANDO DECOMPOSICAO DE CHOLESKY ) 


U80 : 
CALL SELCHO(C6,B,DETA.L. NW. X) 


PARAMETROS DE ENTRADA : 
^ : MATRIZ DOS COEFICIENTES 


AUS INDEPENDENTES 
SISTEMA 
VETOR DE TRABALHO 


PARAMETROS DE SAIDA : 

DETA — : DETERMINANTE DA MATRIZ А 
MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR FATORADA : L . L' = а 
VETOR SOLUCAQ DO SISTEMA 


FUNCAO INTRINSECA REQUERIDA : 
SÖRT — : RAIZ QUADRADA 


SUBRDUTINE SELCHO(CA,B.DETA.L. NW, ХЭ 


INTEGER 1,IL.INDICE,INDI1.IND2,11.J.J1.K.N.N1 
REAL ACD ,BCGD DETA, DETI s LCL) SOMA, SORT; T WCL); XOL) 


FUNCAO PARA DETERMINAR A POSICAO DE UM ELEMENTO DE UNA MATRIZ 
SIMETRICA COLOCADA EM UM VETOR 


INDICE(1,2 = C 1-1 2 8 1 72 + J 


IL 
PRIMEIRO ELEMENTO 
1.(1) = SORTE ACI) › 
DETL = LC) 
10 IF( I .GT. N „OR. DETL EO. 0.0 ) GO TO 80 
ELEMENTO DA PRIMEIRA COLUNA 
IL = IL 4 1 


INDI INDICE(I,1) 
LOL) = ACINDI) / LA) 


CALCULO DOS ELEMENTOS ENTRE A PRIMEIRA COLUNA E 
A DIAGONAL PRINCIPAL 


1, Ji 

INDICE(I.K) 

INDICE(J,K) 

SOMA + L(IND1) * L(IND2) 


30 CONTINUE 
IL = IL +1 
INDI = INDICE(I,J) 
IND2 = INDICE(J,J) 


40 


әсе 


50 
70 


20 


ss 666 


90 


100 


== 


LOL) = ( 
Ја уж 
20 


ACINDI) - SOMA ) / LOND?) 

во 70 
CONTINUE 
CALCULO DO ELEMENTO DA DIAGONAL PRINCIPAL 
00 SOK-1, 


11 
INDI = INDICE(I.K) 
БОМА = SOMA + L(IND1) xx 2 


INDI = INDICECI,I) 
T = ACINDI) - SOMA 


FF 
DETL = DETL к L(IND1) 
60 10 70 
CONTINUE 
DETL = 0.0 
CONTINUE 
Ісізі 


CONTINUE 
DETA = DETL 


VERIFICACAD SE A MATRIZ ( A ) E” SINGULAR 
IF( DETA EO. 0.0 ) RETURN 
SOLUCAO DO SISTEMA : kos 


WO) = BD / LOD 
00 100 I= 2, N 
SONA = 0.0 
1=р-1 
00 90 J 

INDI 
Sona 
CONTINUE 
INDI = INDICE(I,I) 
MOD = (ВСІ) ~ SOMA ) / L(IND1) 
CONTINUE 


1,11 
INDICE, J?) 
SOMA + L(IND1) * WCJ) 


x 
" 
= 


SOLUCAO DO SISTEMA : 1'. 


INDL NDICE(N,N) 
HUI UN) / L(IND1) 


I 
ч 
P 
K=1,N 
N- 


1 
K 


ES 
D 
"m 
^o 


Ji. N 
INDICE(CI, J) 
SOMA = SOMA + L(IND1) ж XCD) 
CONTINUE 
INDL ІМрІСЕ(Ј, J) 
ХО) = CUCI) - BOMA > / LCINDI) 
CONTINUE 


RETURN 
END 
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7.4.4. Sub-Rotina SAIDA 


SUBROTINA SAIDA 


OBJETIVO : 
EXIBICAO DOS RESULVADOS 


изо: 
CALL SA1DACCEA,DETXTX,NP „МРМАХ,МТЕ,Х,Ү›) 


PARAMETRUS DE ENTRADA 


CEA VETOR DOS COEFICIENTES DA EGUAÇHO AJUSTADA 
DETXTX : DETERMINANTE DA MATRIZ х", X 

NP NUMERU DE PONTOS 

МРМАХ : NUMERO MAXIMO DE PONTOS 

NTE NUMERO DE TERMOS DA EVUACAO 

x 2 MATRIZ DAS VARIAVEIS EXPLILATIVAS 

Y 2 VETUR DAS VARIAVEIS REGPÚSTAS 


FUNCAD INTRINSECA REQUERIDA = 
FLOAT 2 CONVERSA DE INTEIRO PARA REAL 


SUBROUTINE SAIDA(CEA,DETXTX, МР, MEMAK, NIE: X, Y) 


6 coc66o06006066050606000co5coo 


INTEGER 1, Jo JL, NP NERAX, NTE 
EAL CEAC1),COEDET,DETXTX,FLOAT,RESID,RESID2,SUmY,SUM2Y,X(NPRAX,1) 
¿YO YEST 


с 
ШЕ1ТЕ (2,129 
12 FÜRMAT(IHO.I2X, 47H * * AJUSTE DE CURVAS POR 
GSH ож # #,/13X,45Hs ж + nINIMOS QUADRADOS, 
H10H жож #,///29X, 23HCUEFICIENTES DA EUUALAD) 
DU 30 J= 1, NIE 
3 =j- 1 
MRITE(2,22) CEACJ) , Ji 
22 _ FÜRMAT(1HO.30X.6HB ^ = .:PE12.5,/32X. 12) 
30 CONTINUE 
URITE(2,42) DETXTX 
42 FURFIATCIHO, /29X.13HDETC X'X ) = .1PEY2,5, /7/21X, THIS 10X, 4HY CI) 11X 
G, 7HRESIDUO, /) 
RESID2 = 0.0 
9.0 
Lo NP 
sony + YCD 
SOM2Y + VCD YO) 
0.0 
» NTE 
BT + X(1,J) # СЕАСЈ) 
50 CONTINUE 
RESID = Y(I) - YEST 
WRITE(2,52) I, Y(I) > RESID 
50 FORMAT(19X,13,2(7X,F7.3)) 
RESID? = RESID2 + RESID % RESID 
60 CONTINUE 
COEDET = 1.0 - RESID? / ( SONZY - SONY s SONY / FLOATCHP) ) 
WRITE 2,62) COE 
62 FORMATCIHO,/21X,26HC0EF IC. DE DETERMINADAO = ,F7.5) 
с 
RETURN 
END 
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7.4.5. Programa Principal 


No programa principal são dimensionados seis vetores e uma matriz, Quali 


quer alterações nestas dimensões devem ser feitas no “DIMENSION” e também 
no “DATA”. 


есеевеесесоесее 


PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAD DA SUBROTINA ACURVA 


VARIAVEIS 
CEA VETOR DOS COEFICIENTES DA EOUACAU AJUSTADA 
É MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR FATORADA : L . L' = XIX 

МРЛАХ : NUMERO MAXIMO DE PONTOS 

NTEMAX 3 NUMERO MAXIMO DE TERMOS NA EBUACAD 

3 VEYOR DE TRABALHO 

3 MATRIZ DOS VARIAVEIS EXPLICATIVAS 

MATRIZ DAS EUUACUES NORMAIS 

VETOR DOS TERMOS INDEPENDENTES 

3 VETOR DAS VARIAVEIS RESPUSTAS 


=xxxe 


INTEGER DHAXTX, NE MAK, NTEMAX 
REAL CEA aL, U, Xy XIX XTY,Y 


VARIAVEIS COM DIMENSAD " NTEMAX " 
DIMENSION CEA(1D),M(10),XTYCLO) 

VARIAVEIS COM DIMENSÃO " NTEMAX = ( NTENAX + 1) / 2 " 
DIMENSION L(55).XTXC55) 

VARIAVEL COM DIMENSAU " NFMAX " 
DIMENSION Y(100) 

VARIAVEL COM DIMENSAD " NEMAX , NTEMAX " 
DIMENSION X(100,10) 

ATRIBUICAD DE VALÜRES A NPMAX E NTEMAX 
DATA NPRéX / 100 / . NYEMAX / 10 / 

SUBROTINA PARA AJUSTE DE CURVAS 
CALL ACURUACCEA,L , NEMAX, NTEMAX „И „Х,ХТХ,ХТҮ,Ү) 


CALL EXIT 
END 


Exemplo 7.8 


Ajustar os pontos abaixo à equação Y = bo + biX + b,X2 + bX?uti- 


lizando o programa dado. 


х |-5|-4|-2| 0 1 2 3 5 


Ji |386 |225 | 54 | 6 | 13 | 40 |110 |220 
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Os dados a serem fornecidos ao programa são Este modelo pode ser transformado em 
8 
E m (1 bx 
- п (5 = таз 
386 ., 15, z 
25; s, -64. 
54., MEET 1 
6. 0 ou seja, fazendo y; = In T 1 
А А . i 
13., y 1, 
40., E 8. 
110., o 27. Os dados а serem fornecidos ао programa 540 
220., $^ 125: 
Os resultados foram: 
6 
24% AJUSTE DE CURVAS PUR жїк 2 
+... MINIMOS QUADRADOS же 2352, 00 
COEFICIENTES DA EQUACAD 1992, 02 
чор 0847, 05 
27 2.02570E+00 “0405. 06 
B = 3.41430E+00 — 0.995, 08 
+ — 1046, 1.1 
8 = 1.20190E+01 
8, ° 77788407801 Os resultados foram: 
DETC XX) = 2.27270E+09 
1 үс» RESIDUO 
1 386.000 2.646 ** AJUSTE DE CURVAS POR жя 
: 25:00 ES wu ONINIMOS QUADRADOS ху 
4 6:000 31974 
i 15:000 144% COEFICIENTES DA EUUACAU 
H 110000 10:713 2.521256 +00 
COEFID. DE DETERMINACAO = .99745 m vL 
Exemplo 7.9 BETC X ) = 4. 760008400 
Ajustar os dados abaixo à equação Z = — yy Қ ACE. 
i des ТЕСТЫ 1 
5 
H 
i 1 2 3 4 5 6 Бі 
ж 100 |02 |05 10,6 108 |11 
CDEFIC. DE DETERMINACAO = .90894 
2: |006 0,120,330 0,60 0,73 |074 
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7.5. OBSERVACÓES i 66) | —103 Kw; 
pisa w š Р 1 5 14,7338 
É muito importante ressaltar que o ajuste de curvas através das equagóes 
normais geralmente conduz a um sistema de equações lineares mal condicionadas 2 10 145346 
(segáo 2.5). O problema é mais grave no caso do ajuste polinomial, роз а 3 15 143463 
diferença na ordem de grandeza dos elementos da matriz dos coeficientes pode ser 4 20 14,1669 
muito grande, 
5 25 13,9965 
Alguns autores recomendam que о polinómio seja de grau б по máximo, 6 30 13,8330 
porém se forem utilizados microcomputadores, este limite deve ser mais reduzido 7 35 13,6801 
ainda devido à menor precisáo destas máquinas. 8 40 13,5348 
A utilização do método de Cholesky estabiliza um pouco mais a propagação 9 45 13,3960 
de erros, mas como o mal condicionamento é inerente às equações normais, um 10 50 132617 
método alternativo deve ser usado quando ele for crítico. 11 55 13,1369 
Um método de ajuste de curvas que evita a formação das equações normais 12 60 13,0171 


e possui grande estabilidade numérica é o de triangularização ortogonal usando a 
decomposição de Householder [21]. 
7.6.3. Solução Numérica 


O método numérico a ser utilizado é o ajuste linear múltiplo implementado 
no programa da seção 7.4, O modelo é 


—logKw = by + bit! + balnt + bt 
7.6. EXEMPLO DE APLICAÇÃO 
Os dados transformados são 


7.6.1. Descrição do Problema 


i nO | ma, Я —log Kw; 
Deseja-se encontrar uma relação linear entre o produto iônico da água (Kw) 1 20,000 1,609 5 14.7338 
e a temperatura Celsius (f). š E 
2 10000 | 2,303 10 14,5346 
3 6,667 2,708 15 14,3463 
7.6.2. Modelo Matemático 4 5,000 2,996 20 14,1669 
5 4000 | 3219 25 13,9965 
Através da equação de Clapeyron pode-se determinar uma relação linear 6 3,333 3,401 30 13.8330 
entre o produto iônico da água (Kw) e a temperatura Celsius (2): А 9 B 
7 2,857 3,555 35 13,6801 
—logKw = bo + byt^! + bil t t bat + Dat? + bet? +... 8 2,500 | 3,689 40 13,5348 
"m - , 9 2,222 3,807 45 13,3960 
Utilizando-se a série de dados a seguir (— logKw, 2), obtida na literatura, pode-se 
ajustá-la ao modelo desejado. 10 2,000 3912 50 13,2617 
11 1,818 4,007 55 13,1369 
12 1,667 4,094 60 13,0171 
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Os resultados são: 
-————————————— 


кк AJUSTE DE CURVAS PUR sus 
six MÍNIMOS GUADRADUS ass 


COEFICIENTES DA EDUACAS 


Ë = 1.59480E+01 
B = -2.07001E+00 
[Em 


в -1.84672%-00 


DETI X'X ) = 1.56605Е+01 


1 RESADUA 
1 
š 
5 
4 
> 
10 
m 
12 
CUEFIC. DE DETERMIMACAD = -99991 


A A A DT RUE 
7.6.4. Análise do Resultado 

A equação fica: 
—logKw = 1,595 +10! — 2,09017! — 4387 • 107! Int — 1,846 * 1024 


Ela é plenamente satisfatória devido ao alto valor de R? e pequenos resíduos. 


7.7. EXERCICIOS PROPOSTOS 
7.7.1. Demonstrar que a solução das equações normais para o modelo 
Y= by 


é 


n 
do = ( > л)» 
ізі 


772. Deduzir as equações normais para o modelo 


Y = b, + b,X, 
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3 
7.7.3. Aproximar a função у = Vx по intervalo [0,1] por um polinômio dw 19 ііі, 
usando os valores de x com incremento de 0,1. 


7.74. Resolva o exercício 7.7.3 usando um polinômio de 29 grau e compare os resultados, 


7.7.5. Aproximar a função y = sen х no intervalo [0, 7/2] por um polinômio de 29 іші, 
usando os valores de x com incremento de 0,17, 


7.7.6. Encontrar o polinômio de grau 2 de mínimos quadrados que passa pelos pontos da 
tabela 4.2. 


7.7.7. Ajuste os dados do exemplo 7.7 ao modelo 
Z = а^ 


e compare os resultados, 


7.7.8. Ajustar os pontos abaixo ao modelo 


Y = bo t biXi + 853Х; 


7.7.9. A constante de velocidade (К) de uma reação química de 18 ordem é relacionada com а 
concentração (C) e o tempo (£) pela equação 


с=бе-М 
onde Co é а concentração inicial. 
Calcular a constante de velocidade de ordem 1 da reação cujos valores de г e C são dados 


abaixo: 


і bd > 314 EE 


6) | 0,05 | 0,10 0,15 | 0,20 | 0,25 m 


© (M) | 0,86 | 0,68 | 0,59 | 0,47 | 0,43 [oss 


356 CÁLCULO NUMÉRICO 


7.7.10. Para uma reação química de 22 ordem, a relação entre a concentração (C), o tempo (1) 
е a constante de velocidade (К) é 


1 1 
L = — t kt 
со 


onde Со é a concentração inicial. 


Calcular a constante de velocidade de ordem 2 da reação cujos valores de t е C estão по 
exercício 7.7.9. 


Propor que a reação seja de segunda ordem é o mais correto? Respostas dos Exerc ісіо5 


1007 

= [1-24 0]7 

=B-1117 

= [8,75 2,25 437 
impossível 
X=[1-20137 
x = [09 2,1 3,0 4,217 
indeterminado 
х = [0102] 


х = [12 242 1,5 0,217 

0,9 2,1 3,0 42]" 

«minado 

= R 1 0 2 

= [1,2 242 1,5 0,217 

= [0,107 0,09 0,342 0,272 

= [1,001 1,002 1,001 1,002] 
1,027 — 1,977 3,024 3975]" 
0,953 — 0,707 1,180 — 1,182 — 0,962]7 
= [0,119 0,130 0,350 0,283]7 
= [0,99 1,00 1,00 1,007 

= [0,999 2,000 3,000 4,000] 


E ox 
a 
° | 
в 


XI x xi x x x xi oxi oxi 
lI 
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x = [0959 — 0,707 1,172 — 1,184 — 09637 
2411 х= [1 +jG - pir 

x = [0 (-2* 3)]7 

x = [+D - p 


2.7.1. X = [184087 — 207195 - 0,24405]Г 


І- 0,00003 —0,00002 — 0,00002 17 


273. 1 £ 
ға 29254 

Pol d 

3€ 7$ 10, 

$ d 

da Тау rue 

225 1912816,143 


277 x = 


r= 


279 а) na 


b)n 


2711 n = 5 — Gauss;n = 10 — Gauss;n = 20 — Gauss;n = 30 — 


Gau: 
2.7.15. 


х 
2717:3% 


І- 80,24944 12,73429 5,89059 001563] 
0000 -0046577 


п 


ы 


55 


= [1,00566 —2,98889 3,99377]” com 19 iteraçõese е < 1072 
= [а = 2) 27 


2719 x- (1 2-1 17 


2.7.21. det 


(Norm А) < — 0,008 


2723 X = [1,273 4226 — 7917] 


Capítulo 3 


3441. - 
34.4.2. 
344.3. 
3444. — 
35.5.1. 
3.5.5.2 


2,0000 
0,3990 
0,3168 
1,0299 
4,4690 
0,5810 


Respostas dos Exerclclos 380 


$553. 0,8581 
$554. 22191 
3641 1,1401 
3642 0,3416 
3.6.4.3. 1,6861 
3644. 1,0000 
3761.  -23542 
3.7.6.2, 1,3063 
3763. -1271 
3764 -3,0000 
3851 08655 
3852. 0,3521 
38.5.3. 1,0799 
38.5.4. 1,6190 
3.129, 5,00000; 5,01000 e 5,03000 
31211 120571 
31213. 200000 
31215. 575% 
31217 6279s 
31219. 460316m 
Capítulo 4 
4331  P,(015)- 1,3085 
4332 | Er(0,15) | < 0,006 
4333 P,(1975) = 1525010 
4334 P(m/12)= 016 
443.1. P4(1975) = 1523532 
4432. P,G2) = 015 
44.3.3. Р,(0,5) = 1302 
4434 ІЕт(0,15) | < 0,0045 
4541. а) P2(0,32) = — 0,0165 (usando os três últimos valores tabelados) 
b) 25(0,32) = — 0,0168 
с) (0,32) = — 0,0168 
ФЕ) = — 0,0003 e E, = 0 
e) Í| E, Í > | E, | Sim, Porque a funçáo e o polinómio interpolador 580 
de 39 grau, entáo o erro de truncamento é nulo. 
45.4.2. a) P(x) = 30,0003 — 27,500x? + 7,500x + 1,011 
b) Sim, porque /(х) é de 49 graue P(x) é de 39 grau, 
4543. a) P,(0,1) = 1,104 


b) | Er(0,1) | < 0001 
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4.6.5.1. a) P3(25) = 099854 
b) P425) = 0,99854 
4652. Pa(25) = 219,618 m/s 
4.6.5.3. A largura do rio é aproximadamente 107,20 m no ponto pedido. 
4741. Ps(25) = 0,99854 
4742. Р,6) = 0,078 
4.7.4.3. А média das temperaturas nos 3 dias às 9 h é 22,02%C, 
4744. Pa(0,15) = 131 
4745. | Er(0,15) | < 0,0006 
491. 0,705892 
493. 0345020 
49.5. 10,000х2 + 0,010x + 1,001 
497 0417 
499. 2,53478 
4911. 0125 
4913. 1225 
4915. 90,37°С 
4917 154204 m/s 
4919. a) 1927,20 kcal 
b) 2048 44 kcal 
c) 2147,55 kcal 
Capítulo 5 
5261. 06351 
5262. I = 0,02797; E = —244x 10^ 
5263 I= 465; E = 0 
5.2.6.4 06033 
5.26.5. 20267 
5371. 08321 
$372. 03557 
53,73. I= 13622; E = 0 
5374 12236125 E = 19 x 102 
5375. 2,158 
5454. а) 0,116 
b) 0,116 
5.4.5.2. 0,6278 
545.3. 035574 
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$454 Ir = 1,0760; Is = 10721 
5541. a) 1,125 
b) 1,102 
e) 1,100 
d) 25x 1072; 20x 1073; 0,0 
3.5.4.2. a) 0,2790 
b) 0,2741 
<) 0,2738 
0,6190; 0,6081; 0,6045 
12.704, 07145 
1,138448 
0,08 
a) 194074 
b) 206400 
c) 206857 
4) 1,28; 0,0457 
5.73.2. 6,5073 
5.73.3. 217157 
5234 02500 
5101. I= 16833; E < 0,7 
5103. Іт = 0311; Er < 09 x 10 
15 = 029624; Eg < 0,13 x 10? 
5105. 1,898 
3107 0,09 
5109. 0364 
51011 0,513 
51013. 1,176 
$1015. 0,6931472 
51017. 0,272203 
51019. 0,0408 
51021. 023495 
51023. La = — 0,9688; lg = — 0,9922; Ig = — 1; Ig = —1 


4h 
51025. 35 (yo + 32y, + 12y2 + 32у, + 74) 


Capítulo 6 
6.1.5.2. а)2,35849 
b) 2,36603 
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6.1.5.3. 1,82695 


b) 1,73214 
0,06928 

1,73218 

0,69315 

y =z 

y(0) = 0 

z’ = — 500z — 5000y 
z(0) = 0 

0,12499 

1,00000 

a) 0,50001 

b) 049996 


E ) 
6711 yy, XE 235, 165, + Shaa 


$25.» A es 
Capítulo 7 
7273. Wx=7,052: 102 + 3,315х — 4,864x? + 2,509x* 
0<х<1 
R2 = 0971 " 
775.  senx&- 1,100: 102 + 1,175х — 3,342 10x 
0<х<т/2 
R2 = 0999 
7.7.7. inz = 1,734 + 2,646 * 10*X 
R? = 0982 
279. k = 3,249 
R? = 0980 
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